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Man zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC in die Ellipse so ei 
daß seine Ecken auf der Ellipse liegen, und z>Var speziell die Spitze A i 

unteren Scheitel der Ellipse. 

1. Wie ist die Lage der Ecken B ut 
C zu wählen, wenn der Fläche 
Inhalt des Dreiecks möglichst grc 
sein soll? 

2. Wie groß sind in diesem Falle d 
vier Flächenstücke, in welche d 
Ellipse zerlegt wird? 

10. Aufgabe. 




Fig. 2. 



Vorgelegt ist die Kurvenschar: 

p = X -f Ä sm -^- 

(in Polar- Koordinaten p und (p), wo X ein von Kurve zu Kurve sich ändernd 
Parameter ist. 

1. Man zeichne die Kurven, die sich für die Parameterwerte 

X = 
X = ^ 

ergeben. \=2a 

2. Man berechne die zwischen den zwei Kurven der Schar, für welcl 
X :r^ bezw. \ = a ist, eingeschlossene Fläche. 

3. Man bestimme näherungsweise die Bogenlänge der Kurve X = ^ zwisch< 

den Grenzen (p = und cp = — (also für das im ersten Ouadrant< 

gelegene Kurvenstück), indem man das Integral durch ein geeignet 
Näherungs verfahren auswertet. 

11. Aufgabe. 

1. Man zeige, daß die folgende Differentialgleichung in den Polarkoon 
naten r und cp eines Kurvenpunktes 

(r* — cos 3 ^) dr -\- r sin 3 (p d^ = 

einen von r allein abhängigen integrierenden Faktor besitzt. 

2. Man bestimme diesen integrierenden Faktor und bilde das allgemeii 
Integral der Differentialgleichung. 

3. Man suche dasjenige partikuläre Integral der Differentialgleichung, welch 
einer durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems gehenden Kur^ 
entspricht. 

4. Es soll der Verlauf dieser Kurve annähernd bestimmt werden. 






c 
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51. Aufgabe. (Vermessungsingenieure.) 

Ein Flußbett ist von parallelen, geradlinigen Ufern begrenzt. Die Tiefe 
des Wassers ist in fünf zu den Ufern senkrechten Querprofilen, die in Ab- 
ständen von 10 m aufeinander folgen, gemessen worden. In jedem Profil wurden 



Vfer 



♦ r 



Q% I fl 

6-.— 



I' 



03 



!>3 ;^3 1^33 ;S3 

I I 1 I 



Ufer 



Figur 15. 

drei Lotungen in 5 m Abstand gemacht. Es soll mittels der Simpsonschen 
Regel eine Näherungsformel zur Berechnung der zwischen den äußersten Quer- 
profilen enthaltenen Wassermenge aus den 15 geloteten Wassertiefen aufgestellt 
werden. An den Ufern ist die Wassertiefe zu Null anzunehmen. (Die Kreise 
bezeichnen Lotungsstellen, die /,-^ die geloteten Wassertiefen.) 
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29. Aufgabe. 

Ein quadratischer Raum von 6 m Seitenlänge wird, wie der beistehende 
Grundriss angibt, von zwei sich in der Mitte kreuzenden Trägern AA und BB 
überdeckt. Der Träger A A ist an den Enden frei aufgelagert, der Träger BB 
dagegen ist an den Enden eingespannt. An der Kreuzungsstelle in der Mitte 
wird eine Last von 1000 kg aufgebracht. Wieviel davon wird von jedem der 
beiden Träger aufgenommen und um wieviel senkt sich die belastete Stelle, 
wenn der Elastizitätsmodul gleich 2000000 kg/cm* und das Trägheitsmoment 
des Querschnitts beider Träger gleich 7000 cm* ist? 
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Figur 29. 
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4. Aufgabe. (Kulturingenieure.) 

Es soll in senkrechter Projek- 
tion ein schräggestellter Würfel 
mit einem ebenen Schnitt dar- 
gestellt werden. 

Von dem Würfel ist die eine 
Diagonale der unteren Seiten- 
fläche durch die Projektion Ai 
Cij Ai C, gegeben und die Ebene 
dieser Seitenfläche ist durch diese 
in ihr liegenden Diagonale und 
durch die gegebene Grundriß- 
spur E* bestimmt. Die Schnitt- 
ebene, deren gegebene Grund- 
rißspur 6' ist, soll durch den 
Mittelpunkt des Würfels gehen. 




Figur 4. 
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Figur 5. 

8. Aufgabe. (Kulturingenieure.) 

In senkrechter Projektion soll ein Rotationskegel dargestellt werden, von 
welchem die Lage und Größe einer Mantellinie durch die Projektionen S^ A^^ 
S^A^ bestimmt ist und die Lage zweier Mantellinien durch die Projektionen 5",^,, 
5,^, und 5,^1, 5,c, gegeben sind. (Figur 8.) 

9. Aufgabe. (VV.-S. 1904.) 

Darstellung der Durchdringung einer auf dem Grundriß stehenden vier- 
seitigen Pyramide und eines schräggestellten vierseitigen Prisma in senkrechter 
Projektion. 
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Figur 10. 



Figur 11. 



11. Aufgabe. (S.-S. 1904.) 

Darstellung der Durchdringung eines auf dem Grundriß stehenden drc 
seitigen schiefen Prisma und eines schräggestellten vierseitigen regulären Prisn 
nebst Konstruktion der Schatten in senkrechter Projektion. 

Von dem dreiseitigen schiefen Prisma ist das Basisdreieck A^ B^ C^ in d< 
Grundrißebene und die eine Längskante durch ihre Projektionen A^ A^\ A^ A 
gegeben. 

Von dem vierseitigen regulären Prisma ist die eine Längskante dur< 
ihre Projektionen a, a/, Oja/ gegeben und die dieser Längskante diagonal geg^ 
überliegende Längskante soll sich in der durch die Projektionen ^,, ^^ gegebene 
Geraden befinden. 

Die Lichtrichtung ist durch die Projektionen /i, /, gegeben. (Figur 11.) 
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14. Aufgabe. (Vermessungs- und Kulturingenieure.) 

Es soll in senkrechter Projektion ein Würfel dargestellt werden, von dem 
zwei diagonal gegenüberliegende Kanten sich in den durch die Projektionen^,,^, 
und h„ h, gegebenen Geraden befinden und von dem die Grundrißprojektion 3/i 
des Mittelpunktes der unteren auf diesen Geraden senkrechten Seitenfläche 
gegeben ist. 




Figur 14. 



15. Aufgabe. (S.-S. 1905.) 

Darstellung der Durchdringung eines auf der Grundrißebene stehenden 
vierseitigen schiefen Prisma und einer schräggelegenen vierseitigen regulären 
Pyramide in senkrechter Projektion. 

Von dem Prisma ist die Grundfläche a, ß^ y, b^ in der Grundrißebene und 
die eine Seitenfläche a a' ß ß' durch ihre Projektionen a^ a/, ß^ ß/ und a, a,', 
ßsß.' gegeben. 

Von der Pyramide ist der Mittelpunkt M der quadratischen Basis durch 
seine Projektionen M^ M^ gegeben. Die eine Kante dieser Basis soll in der 
Geraden liegen, die sich in der Ebene a a' ß ß' befindet und durch ihre gegebene 
Aufrißprojektion g^ bestimmt ist; und ferner soll auch die Pyramidenspitze S 
in der Ebene aa'ßß' liegen. (Figur 15.) 
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Figur 17. 



18. Au^abe. (Kulturingenieure.) 

Darstellung eines schraggestellten, regulären \ierseitigen Prisma nebst 
Konstruktion des Schlagschattens in senkrechter Projektion, 

Die eine Längsseitenrtache des Prisma soll in der durch die Spuren £*, J?' 
gegebenen Ebene Hegen. Von dieser rechteckigen Längsseitenfläche ist die in 
dieser Ebene liegeuiic unterste 1 .ängskante *i a durch die gegebene Grundriß- 
projektion f*. tti bestimmt, Oio I.ani^o der Kanten des l>asisqaadrates sollen 
gleich der halben Lange der 1 angskanten sein. Pie Lichtrichtung ist durch 
die Projektionen /.. /, gegelHMi. v^'*^»'' ^^^ 



19. Au^abe. ^S.-S, llXH>. — Auch mr Ku.turingenieure.) 

Darstellung der Durchdringung einer schraggesteüten. regulären drei- 
seitigen PvTamide und einer amlcicn schi at:i:cs:v*"tcn *.irc:>c:::ccn PvTamide in 
senkrechter IVojektion, 
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Von der regulären dreiseitigen Pyramide ist gegeben: die Basisebene 
durch ihre Spuren E\ E" und ein in der Grundrißebene Hegender Basis-Eck- 
punkt Ay^ ferner die Spitze durch ihre Projektionen 5i, S^. 

Von der anderen dreiseitigen Pyramide ist gegeben: die Basisebene durch 
ihre Spuren S', @" und die Grundrißprojektion a^ ß, Yi des Basisdreieckes, dessen 
Ecke tti in der Grundrißebene liegt, ferner die Spitze durch ihre Projektionen o„ öj. 

Die Aufrißprojektionen Sj, öj beider Spitzen liegen in gleicher Höhe über 
der Projektionsachse. (Figur 19.) 




Figur IS. 
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VORWORT. 



Die Aufgaben aus der »Höheren Mathematik, technischen 
Mechanik und darstellenden Geometrie« sind für Stu- 
dierende der technischen Wissenschaften bestimmt und sollen den- 
selben Gelegenheit bieten, den in den Vorlesungen gehörten Lehr- 
stoff einzuüben und zu wiederholen. Da die Aufgaben nicht in 
didaktischer Reihenfolge angeordnet sind, ist im folgenden ein Ver- 
zeichnis gegeben, welches eine sachgemässe Auswahl der Aufgaben 
ermöglicht. 

Bei der Auswahl der Aufgaben aus der darstellenden Geo- 
metrie wähle man zuerst solche Durchdringungen, bei denen die 
Basisfiguren in der gleichen Ebene liegen oder bei denen durch 
Verlängerung eines Körpers eine gemeinsame Basisebene erreicht 
werden kann. Es ist dies der Fall bei den Aufgaben: 3, 7, !>, 
la, 17, 19. 
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A] Höhere Mathematik. 
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Kegelschnitte: 1, 13, 29; 5, IS, 42, 44, 4.s, SO. 
AllgtMiieine Kegelschnittdiskiissioii : 2.'», 83, 

37, 45. 
Polarkonrdinaten : U». 
Abbildungen: 12. iSo, 3i). 

Aufstellung von (lleirliungen: 13, 22, 25. 

2. Analytische Geometrie des Raumes. 

Rauinkurven und i-läclien: s^ 23; 4, 15. 
20, 31, 35, 39; 27, 47. 

3. Differential- und Integralrechnung. 

liestinimung von Mnxiniuni und Mini- 
mum: 9, 18, 15. 



Volumen von Kotationskörpern: 6, viO, 42. 

Simi)Sonsche Regel: 51. 14, 10. 

Kurvendiskussion: Irrationale Funktionen 
2. 2t>, 34; Transszendente Funktionen 14, 
17, 21, 22, 38,41; Polnrkoordinaton 10, 
20, 43, 49. 

4. Differentialgleichungen. 

Lineare Differentialgleichungen: 3, 16, 36, 

40. 
Orthogonaltrajektorien: 7, 31, 32, 39, 44, 

46; 19. 
Simultane Differentialgleichungen: 3, 28, 

47. 
Totales Differential: 24, 11. 



H) Technische Mechanil<. 



1. Graphische Statik. 

Kräftezusammensetzung in der 1*11 )cne: 17. 

„ im Räume: 1. 7, 25. 

Seileck: 15, 27. 
Kachwerk in der Kbene: 12. 

„ im Räume: 23. 

Statisch unbestimmtes 1 'achwerk: 4, 9, 20. 

2. Festigkeitslehre. 

Reibung, Materialbeanspruchung: 11; 3. 



r.iegung de> geraden Stabes: 29; 6; 14; 26. 
Kormänderungsarbeit: 6, 8. 
Stäbe mit gekrümmter Mittellinie: 16, 
19. 22, 18. 

3. Dynamik. 

Schwingungen: 5, 18, 21, 24, 10, 13. 
Dynann'k des starren Körpers: 2, 28. 
i'.lastische l'orm andern ngen an bewegten 
Körpern: 5. 18. 21. 24, 13. 



c:) Darstellende Geometrie. 

^I)ir mit j:cT;iilcn Nunmiorii hf/i-iclinctcn Aiifiinl»o.ii Ih"-Ii:1hmi Ldr^^ltcl» in Xiit-lfllun;; \r.ii K<ir|icrii. D.i s«ih;ho Auf- 
■itclliiii;'« n .iiich in ilni iilirlii^rn \iify:il>i-n aiiftri'ti-ii. "iinl « r-sl-Ti* \uf;;.il»iii iiitlit :iii«5rfiihrt.j 



Pyramide und Prisma: 9, 17, 15. 
Pyramide und Pyramide: 19. 
Prisma und Prisma: 11. 



Pyramide und Zylinder: 7, 13. 
Pyramifle und Kegel: 5. 
Prisma und Zvlinder: 3. 



Berichtigungen. . 



Aiifgabonsaminlung: 

TT 

Seite 10 Zeile 11 v. o. muß es heißen: ,r = :t, statt ,\'-=-^ V. 

b 

Seite 45 Zeile 1 und 2 v. u. muß ;;/ und n vertauscht werden. 

Losungen : 

Seite 20 Zeile 4 v. u. muß es heißen: 10,44 [cm-'J statt 3,38 cm-. 
Seite 20 Zeile 5 v. u. muß es heißen: 

/^^„:==^-(l + 4- ljr>47 + 2- 1,4142 + 4. 1,5275 4- 2- 1,4142 + 4- 1,1547 + 1) 

lo 

= 4,1 [cnrj. 



I. Höhere Mathematik. 



1. Aufgabe. 

Die Koordinaten des Schnittpunktes A der Geraden 3) mit dem Kreise 1.) 



lauten : 



X 



2tgcp 



(a, + <J, tg <p) 



■ • 



4 a. 



y^ = 1 4-"tgi y • (^. + ^. tg cp) 4b. 

Die Koordinaten des Schnittpunktes B der Geraden 3.) mit dem Kreise 2.) 



lauten : 



jr, := 



7« = 



2tg(p 
l+tg^cp 



(ö:, + ^, tgcp) 5a. 

(ä, -f- ^a tg (p) 5b. 



Die Koordinaten des Punktes P, welcher die Strecke AB im Verhältnis X 
teilt, sind: 

x,—Xx^ 7i — ^ J« 

X = -^--^ bezw. j = -^— ^- 

oder mittels 4 a, 4 b, 5 a, 5 b 

_ 2 (^ 1 + ^1 ^g ?) — ^ (^g + ^« tg y ) 

-^ l+tg'cp- 1-X • • • 

2 (^1 + ^1 tg T) - - ^ (^« + ^t tg (p) 



üa. 



jf = 



l+tg> 



1 



• • 



6 b. 



Um den geometrischen Ort des Teil- 
punktes zu finden, eliminiere man aus 6a.) 
mittels 3) den Parameter tg 9. Man erhält: 

i — A 1 — A 

Die Gleichung 7.) stellt ein Kreisbüschel 
dar, dessen Grundpunkte die Schnittpunkte 
der Kreise 1 und 2 sind. (Fig. 1.) 

Dr. L. Marc, Lösungen. 




Figur 1. 
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Für zwei Werte von X 



X = 



X = 



A 



berühren die zugehörigen Kreise die Koordinatenachsen. 

2. Aufgabe. 

1. Aus der Kurvengleichung 



ersieht man, dass für ;r>^ die Werte für r imaginär werden; zur weit 
Diskussion bilde man y* . (Figur 2.) 

g=-^-(^-^F 

In den Punkten :r = 7 =^ i ^ und 

;r = + ^ j = 

wird j/' = 0, die Kurve hat also daselbst horizontale Tangenten. Fernei 

^ — __ 1 -f Izilfl 

{c' — x'Y 
Für den Wendepunkt wird der zweite Diffc 
tialquotient Null und die Abszissen der vier We 
punkte lauten (aus 2 a) 




Figur 2. 



3. p = 



x = ±|K2- 

die trigonometrische Tangente in denselben hat 
Wert: 

, 3kT 

tg a = + — - — c. 



['+(^i)T [>+!-(.-. -ir 



dx* 



3 (^ — 2x' 



(t» _ jJ) . 



p = -5-; p = o 



x = 



X ^= c 



4. Die Grösse des von der Kurve begrenzten Flächenstückes ist: 
F^\Y^^^^dx^:^\{^c^x-2:^)VT^^-\-^c'arc%\n^=^z 
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5. Die Koordinaten des gesuchten Schwerpunktes sind: 



J 



4.(^-^)T^. -^[(.'-^)t] 



^ „ 16c 



i 






^J'^ 



dx 116 
__o 2 35' _ 128 

[ydx 16 
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Da man in 4.) und 5.) Fläche und Schwerpunktskoordinaten bestimmt 
hat, so findet man Vx und Vy auch bequem mittels der Guldinschen Regel: 
Volumen eines Rotationskörpers = Rotierende Fläche • Weg des Schwerpunktes. 

Ky = — 7r-r'2:r = 



8 10571 35 



Ebenso findet man Vy. 



3. Aufgabe. 

A.) xy*' + 2/ = 0^ 

2 

oder y A y* = x 

X 

ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zweitem Glied. 
Man löst dieselbe am einfachsten durch die Substitution 

und erhält dadurch eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in / und ;r, 
nämlich jp 



+?^-.=o. 



dx 
welche leicht zu lösen ist. 

Eine andere Methode ist folgende : 1 . Man suche die Lösung der Differential- 
gleichung ohne zweites Glied 



— 4 — 






mittels der Substitution y* =z p und erhält: 

c 

hieraus y = — 4- ^ 

X ' 

2. Durch Probieren mit der Form: 

y = ax^ -\- bx^ -j" cx-\-d 
sucht man ein partikuläres Integral von 

y*-\.-y' = X. 
X 

X^ 

Es findet sich y = — . 

i ^ 

3. Die allgemeine Lösung der vorgelegten Differentialgleichung lautet somit: 

B.) ^ = 2._3^ + T 1. 

dz 

^ = 2j 2, 

dx 



Man differentiere Gleichung 1.) nach x\ 



2) in 3) eingesetzt gibt: 



^ = 2^"-3^+l 3. 

dx^ dx dx 



S+4i-^^=' '■ 



1. Man suche eine Lösung der Differentialgleichung 

^" + 3 j' — 4 j -= 5. 

die charakteristische Gleichung ist 

a«4_3a— 4 = 
und ihre Lösung a^ = 1 

ttj = — 4. 
Also lautet die Lösung von 5.) 

j = ^,^-j-c,^-4-r 6. 

2. Durch Probieren mit 

suche man dann ein partikuläres Integral von 4). Dasselbe ist 



— 6 - 

Die Fläche des Querschnittes ist somit 

r = a* O'ii = — 7^*71 

^ 1 

und V^ = ni^^äs = n[2V7—^V?^ = ^[cm*]. 

^ 



1 X 



^ 

3. Die Hauptkrümmungsradien der Fläche im Punkte z=l sind identisch 
mit den Krümmungsradien der Kurven 

(x = 0) y+5— 1 =0 
in dem Punkte ^=1. Mittels der Formel 

^ y" 

ergibt sich p^ = — 

1 

P'=2- 
5. Aufgabe. 

Wie die Multiplikation ;r-^ = ä* zeigt, ist die vorgelegte Kurve eine 
Hyperbel, deren Asymptoten die x- und /-Achse sind. 

1. Bezeichnet man die Koordinaten von A und B mit 

a 
Xy = at^, y^ = — bezw. 

^j = at^, y^ = — » 
so ergibt sich durch Einsetzen in die Formel 

die Beziehung (/, - /,)' (l + ^) = (7)- 

2. Für den Mittelpunkt M (^ t)) der Strecke A B ergibt sich 

a /, + 4 



n= ö- 



2 AA 



— 7 — 



3. Aus diesen beiden Gleichungen findet man 

'.+'■=¥ 

4E* 4E 

4. Aus Gleichung 1.) ergibt sich mittels 3.) 

oder 4 (i^n — O (n' + ^) = **n5. 

Diese Gleichung stellt eine Kurve vierten Grades vor, welche, wie Fig. 4 
zeigt, aus zwei getrennten Teilen, nämlich aus einer Lemniskate und einer 
asymptotisch zur x- und j- Achse verlaufenden Kurve besteht. Setzt man ^ =0, 
so erhält man die Geraden 

x = und ^^ = 0, 



ferner den Kreis 



+>'=(4)' 




Figur 4. 
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6 Setzt man in Gleichung 4.) für ^ = p • cos cp und für r| = p • sin cp ein. 
so kommt die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten: 

,_ 2a' ■ b^ 

^ ~ sin 2(p"^4' 

6. Aufgabe. 

Die Oberfläche des Rotationsparaboloids zwischen ,r = und x=^ a ist 
dargestellt durch das Integral 

0=2n^yds 



durch Einsetzen von y =^V2px und ds=y 1 -|- \~j^)^^ ergibt sich 



= 27il V2px'y\-\-^dx = 2':iVp j V2x-\-pdx 



= 2£_L2[,2,+/_/]. 

b^ 
Setzt man p aus der Klammer und substituiert p = —— aus der Parabel- 

2a 

gleichung, so ergibt sich 

s 

Entwickelt man nun 1 1 + ( -7- ) 1 nach dem binomischen Lehrsatz, so 
erhält man nach kurzer Rechnung 

Die Glieder in der Klammer werden für a <ib rasch kleiner. Ist z. B. 
die Parabel y = 20;ir vorgelegt, so ist für b =^2 der Fehler für = 7i'b^ kleiner 

als r/o. 

7. Aufgabe. 

a) Die Differentialgleichung der Kurven erhält man durch Elimination 
von c aus 

y = ce-^ -^x — 1 

dy 



dx 



= —ce-^-}-l 



^+^-"=0 '■ 



-T 9 - 

Die Gleichung der Orthogonaltrajektorien lautet: 

dx 



dy 



— ^4-ar = 



II. 



Denkt man sich x und y in II. vertauscht, so geht II. in I. über und 
man kann deshalb die Lösung von II. 

x=^ c^e'-y -\-y — 1 
sofort ablesen. 




Figur 5. 

Kurven beider Systeme sind für c = — 1 , 0, -|- 1 in Figur 5 gezeichnet. 

b) Um aus p • cos (p ^= a die Differentialgleichung zu erhalten, hat man 



fiir p = ^ — , , und für cos cp = 



1 



1 



.+.^.F [.+e^)T 



einzusetzen. Man erhält dann 



+fö)"=- 



d*y 
~d?' 



Setzt man p 



dy 

dx 



, so geht die Gleichung über in 



dp 
1+7 



dx 



— 10 — 



arctg / = — 4- <:, 



^.=«(7+'.) 



I. 



••? 



= — a • lg cos (— + A j + Cr 
"^ =cos(^ + .,). 



Figur 6. ^ 

Die Bedingungsgleichungen für die spezielle Kurve lauten: 

dy 



II. 



dx 



= tg £:, = d.i. tTi = aus I. 



e « = 1 d. i. ^, = aus II. 



y_ 

a 



X 

=r. cos ^ 



Also hat man e 

Die Kurve ist periodisch und ein Stück derselben ist in Figur 6 skizziert. 



8. Aufgabe. 

a) Die Gleichung der Projektion der Kurve auf die ;r^-Ebene erhält man 

durch Elimination von / aus. 

1. x = 2t 

2. y = f 

3. ^ = lg/. 



Es findet sich: 

aus 1. und 2. 

aus 1. und 3. 

aus 2. und 3. 



^ =z^y Parabel. 

X 

^ = — Exponentialkurve. 

e^*=zy Exponentialkurve. 



b) Die Länge des Bogenstückes ist dargestellt durch das Integral 

4-=jyS)V(iHi)'-' 



8 

:J(2/+i)rf/=[/' + lg/]; = 8 + lg3. 



c) Den Radius der ersten Krümmung erhält man durch Einsetzen in die 
Formel : 



11 — 



Jt 



r = 



Darin ist 



ds 



yV'*+/'* + ^"* — y'* 



jt 



~de 



u. s. w. 



Man stellt am besten ein Schema zusammen: 



dx 
17 

dTx 
df 

df 



= 2 



= 



= 



^ = 2,1=21 



rf*^ 



df 

df 
dt 



= 2 



= 



— = -f=ll 
dt t^ ' 

^ = _i[=_l] 
df f^ J 

— -^f-21 
df ~ t' ^~ ^^ 



-'=2,+ i,= „;|£ = ^^-,[=l].^ = .-l,= l, 



dt 



dl 
ds 



\ — 2f 



dt (2/' + l) 



*~L 9J' 



+ 

d' 



dl 
ds 



df 



4/(2/* — 3)_r— 4 
(2/'+l) 



n* L 27 J 



Die eingeklammerten Werte gelten für /= 1. So wird r = 



2' 



Für den Radius der zweiten Krümmung p besteht die Relation 

1 

Die Bestimmung von b erfordert eine längere Rechnung: 



b = 



dx 
ds 

dy 

dz 
Ts 



d'x 
ds" 

d'y 
d? 

d'z 



ds' 



d'x 
J7 

d'y 
d^ 

d'z 
~d? 



dx dx dt 
ds dt ds 



[= 




d^x 
7? 



dx"^ 
ds 



d 



m 



dx dt 



dt 



dt ds dt 



) 



ds 



dt ds 



dt 



ds 



dx \ds I dt d^x 



dt 



dt dt 



ds df ds 



L 27J 
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d'x\ 



idt'' 



(Px '^U/) ^i_l^\' (^ "^'wj) g "Wj/ ^ </';r dt 



d^ 



dt 



ds \ds \dt df 



dt df ' df ds 



+ 



dx 



(£) 



dt 



dt dt 



~ + 



dt <Px 



ds ' dt 



ds df dt ds 



8lJ 



dy 



In analoger Weise findet man die Werte für -j- u s. w. Es ergibt sich 



ds 



schließlich 



b = 



2^ 
3 

2^ 
3 

J^ 
3 



2^ 
27 

27 

27 



81 

81 

S_ 
81 



=(l) 



und p = — . 



9. Aufgabe. 



Bezeichnet man die Abszisse von B mit ^, so ist 




und der Inhalt des Dreiecks ABC ist 



Figur 7. 



/r^^.5(l+|/73_J) ..I, 



Soll diese Fläche ein Maximum sein, so muß 



dF 
dl 



b_ 
a' 



Vl/l-|^ + ö=-2^' 

"FT" 



= 



werden. Dies ist der Fall für 



C2 C2 

1— -^ = 2^ 



^ 



^^ 



1 



oder ausgerechnet 



^=# 



II, 
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a^ r — 



Da man die Strecke -;t1^^ mittels eines rechtwinkligen Dreiecks kon- 
struieren kann, sind die Radienvektoren leicht aufzutragen. Die Tangential- 
richtungen in den aufgetragenen Punkten findet man mittels der Formel 



tgfA = 



;' 






wo fi der Winkel zwischen Radiusvektor und Tangente ist. (Figur 8.) 





X — 


x = « 


X — 2« 


^%v- = 


2.tgJ 


2(l+Mnj) 
cos 2 


2(2 + sin5) 

cos-V 
2 






71 


H = ^.64« 


> — r.78« 


|u = r.82« 


9 71 


H = 90<» 


|u = 90« 


fi — 90« 


9 — 271 


^l-o 


fi = fll6« 


H — r-98« 



u. s. w. 



/ 



/ 



/ 



\ 



\ 



\ 




Figur 8. 
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Horizontal bezw. Vertikaltangenten erhält man, wenn man in tg fi = 



d^ 



für |Li die Werte — — q) bezw. :r — q) einsetzt. 

2 Den Inhalt der schraffierten Fläche erhält man durch Subtraktion zweier 
Flächenstücke. 

7=Segm. ^Z? — (Segm.^OdT+Segm. OCB), 
7= Segm. AD --2 Segm. CB. 
^C= Bogen, ÖC= Gerade; arc AC ist symmetrisch arc BC. 

27= i'{a-\-a sin ^)'^<P — 2 i'\a sin -g) ^<p. 



71 



Setzt man ^ = -7^, so kommt 

2 



= 2d'][\ + 2 sin » + sin* b) db — ^a^]sm^ bdb 



n 

4 



71 
2 



71. 
t 



^2a' 



-^ » - 2 cos 



» - i sin 2»] — 4«'[-| — j sin 2»] 



= a' 



|, + 4]-«.g+.] 

= a' [jt + 3]. 
3. Die Bogenlänge in Polarkoordinaten ist ausgedrückt durch 



"-iY^'+ith 



= a J 1/6 + 8 sin d + 3 sin« bdb, 



Um den Wert des Integrals zu berechnen, wende man die Simpsonsche 

Regel für vier Intervalle an. Es ergabt sich 

h 
Integral = — (j/« + 4^, + 2y^ + Ay^ + jj. 

Darin ist für // der Wert —^ und für y der Wert 1^5 -|- 8 sin ^ -f" 3 sin' ^ ein- 
zusetzen. Es ist y^ = Vö + ö sin +3 sin* = 2,24 



't = 1/ 5 + 8 sin :f^ + 3 sin* i^ = 2,58 



16 



16 
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J'2 = 



/ 5 + 8 sin y + 3 sin* y = 2,91 



u. s. w. Das Resultat lautet: 

5 =^34,75 cm. 

11. Aufgabe. 

Setzt man in der vorgelegten Differentialgleichung 

r* — cos 3(p = M 

r • sin 3 cp = iV, 
so nimmt sie die Form an 

Mdr-]-Ndcp^O I. 

Diese Differentialgleichung hat einen von r allein abhängigen integrierenden 

Faktor, wenn 

1 IdN dM\ 



N\dr 8cp 

von cp unabhängig ist; dies ist der Fall; denn setzt man 

1 1 



N 


r sin 


3cp 


dr 


:sin 3 


T 


dM 
Bcp 


3 sin 


3(p 



2 

in II. ein, so ergabt sich der Wert . 

2. Der integrierende Faktor selbst lautet 






Die vorgelegte Differentialgleichung geht somit in die Form über 

r^(r^ — cos 3 cp) rfr + ^" sin 3 cp d^cp = 0. 
Die Lösung dieser totalen Differentialgleichung lautet: 



Sm..+j\.-P4. 



dr\d^ = C 



C C r' r' 

l Mdr= I (r'' — r* cos 3 cp) rt^r ==: — — cos 3 cp 

N— j -|^rfr=;'«sin3cp— j 3 r'sin 3cp ö';- = 0. 
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17. Aufgabe. 

dy 
1. -^ = 4cos-r — 2 sin 2-r 
dx 

d^y 

-T-z = — 4 sin -r — 4 cos 2 x 

dx* 






2. p = — 



p =■ — , := — , = oo d. h. ;t: = — ■ ist ein Undulationspunkt. 

— 4-t-4 — 44-4 £ 

__ 1 _ 1 1 

^~ + 4 + 4~ + 4 + 4~ 8 *""• 

q '^'^^ _ n fiir ,- - iL ^" ^" 
Da aber sin 4: -|- cos 2 x vor und nach diesen Stellen dasselbe Vorzeichen 

TT 5 TT 

hat, so sind x = —, — - . . . keine Wendepunkte. (Vergl. 2.) 

— ^ = 0, ferner für x=. — — , :r -|- — , 2n — — u. s. w. 
dx^ 00 o 

Diese Stellen geben Wendepunkte. 

Für . = -!,,= -» wird g = Sl/-8: 

Für ,= + ^;^=-| wird g=-3./?. 
Also lauten die Gleichungen der Wendetangenten: 

i = sV3 

_i- = _3V/^ 

In 



4. F = 



= 2 r(4sinjr + cos2jr)«'^+(,i + |.).|. 
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Das Volumen des Körpers erhält man durch das Integral 

V= J abTidz 



1 

= —p=i I [s^ — £r*) dz = 7= cm*. 

V2J^ ' 20.1^2 



21. Aufgabe. 

1. y = a\e — e 



£ 



X X 



gibt x, = Q 

;r, = — oo. 

Für x = Q ist y = a{j — -\ 

Für ;r = — oo ist y = 0. 

1 - 1 ~ 
3. / = für 4-^* = -^" 

d. i. für x^ = — oo 



X 



X X 



und für e^ '^ = — 

c 



-('^4)^(1-}) 



c — b c 



■•--'W'A^'] 



lg-; >«=ö| 1^ 



4. y' = .(^.f-^..7) 

1 - 1 - 

d. i. für ;r = — oo 



und für x. = 



[ 2c 26 " 1 

(^r"'-(i)"i 



Für ;r = ;r5 ist y = a I — • I — 



■={m4)'''-i(4)"1 



— 28 — 



_ 1 

O- Pm — ., 



= :u'<r» 



X X 



Für x^= 
Für x = X4, ist p = 



— cx> ist p = oo. 




T'-^iT'] 




Figur 14. 



6. Für x^^O i§t p = 









7. 



X 


y 


y 


P 








2 


5 ,/ 

ß 1/5 — 1,86 


— Ig2 — — 0.69 


1 
2 





+ 1 


~21g2_-l,38 


3 


1 


oo 


-41g2 = -2,77 


15 
128 


— 




lg 2 — 0,69 


— 2 
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3. s=^jV(x'y-\-(yy-\-(^r-di. 



Nun ist , dx 

x* = -—=:/• cos/ 
di 

•^ dt 
dz 

Also ^ 2L 

x^ 2 2 



4. Die Projektion in die ;r£r-Ebene hat die Gleichung 

X = cos Z-\- Z'SWiZ. 

Die Zeichnung ergibt sich nach Aufgabe 17,5. 

5. Vergleiche Aufgabe 8.). 



s'^ 



denn 



y = KhF/^= 1; j" = ^ ^ = 

y = cos / — / sin / = 1 

^" == sin / -|- / cos / = 
-?" = 0. 

24. Aufgabe. 

l. Wenn die Differentialgleichung 

2j(^-^)rf^ + (^' + |-3y)rf/ = 1. 

ein totales Differential darstellen soll, so muß 

i(^K-i))=f,(-+|-3y) 

sein. Diese Bedingung ist erfüllt; denn 

Wenn 2y\x ^j == iW und x^ -\ '6y^ = A^ gesetzt wird, so lautet die 

Lösung von I.): 



— 32 — 



d. i. 






X 

Das Integral lautet somit 

7;r» + 27— /;r— ^;r — II. 

2. Um die Kurven zu bestimmen, welche 

a) durch den Punkt ;ir = 1 , j = 1 

b) „ „ n x^=\,y — Q 
gehen, hat man diese Werte in II.) einzusetzen und erhält 

a) 1 + 2— 1=^1-, c, = 2 

b) = ^„ 

so daß die beiden Kurvengleichungen lauten: 

a) J'(^ + |)-y-2 = 

b) 7=:0 und ^' + -— /r.^0. 

3. Die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorien lautet: 

•iy (^- ^) ^y - (^'' + 1 - 3/) '^^^ 0. 

Setzt man y^ = 5, also 2y dy =- dZy so ergibt sich die lineare Differential- 
gleichung 

(^ - 1) rf^ - (^r' + I - 3^) rf^r = 0, 

umgeformt 

dz , 3;r* x'-^2x ^ 

dx • ;r* — 1 X* — 1 
Man setzt nun z = U'V und berechnet 

dv . Sx' 

V aus -; \- V — r r- = Ul. 

a;r ' ;r — 1 



Aus III.) erhält man 



aus IV.) 



du x^-\-2x 

u aus V—, -T^ — — = IV. 

dx or — 1 



1 



X^—\ 



u^-^ + x'-]-C, 
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s ;ls 



Jo = 






Mittels der Transformation 



ergibt sich 



a b 



xf' . y 



a 
~2 



.-Li 

2 



r+V-l=0. 



Für c = ab geht I.) über in 

A^a'^J* — ä'<>' = (Parabel) 

a' a/J —3«^ 

A'= «^ ^' — 3a'-J =0, 

— 3«^' — 3a'^ 2«'^' 

d. h. die Parabel zerfällt in zwei parallele Gerade, und zwar 



= . 



III 



26. Aufgabe. 

y = ^(« + x)(/>-;r) I. 

Schnittpunkte mit der ;ir-Achse 

;ri = (Doppelpunkt) 

JTa = — a 

x^ = + b 
Richtung der Kurve in diesen Punkten 

dy _ x(2ab-\ -%x{b — a ) — Ax') __ 2a6-\-3x(6 — a) — 4x* 



dx 



2aV(a-}-x\(6 — x) 



i = a 



X 


y 


/ 


a 








1 


135 


— a 





CO 


90 


+" 





oo 


90 


+Jl/r 


+j 









a-, r-n 



Es wirH/^ ^'^ ^^' =C\ für x= + ^V2 

2aVa' — x' ~2 
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Die Differentialgleichung zweiter Ordnung wird gelöst mittels der charakteristi- 
schen Gleichung * 

r^ + l=0 

r, = — / . 

Die Lösung lautet 

x=^ A s\ti t-^ B cos /. 

Analog findet man 

y^=A*s\nt-\- B' cos /. 

Um A* und B* zu bestimmen, benützt man Gleichung 1.): 

A' cos / — B' s\n i^ A sm t -{- B cos /; 

also ist A = — B* 

B=A' 

und man hat die Kurvenschar 

X = A sm t-^ B cos / 4. 

y=^Bs\nt — A cos t 5. 

z = kt-\-C 6. 

Quadriert und addiert man 4.) und 5.), so ergibt sich 

x'-{-f=A' + B' 7. 

d. h. die Kurven verlaufen schraubenartig auf Kreiszylindem. (Vergl. hiezu 
Aufgabe 47 Seite 58, und Figur 29 Seite 59.) 

IL Soll die Kurve durch den Punkt ;r = 1 , / = 1 gehen, so muß 

A'-j-B' = 2 

gesetzt werden; wählt man nun der Vereinfachung der Rechnung halber noch 
A = Oi so folgt B=: \^2\ ebenso kann man ^7=0 annehmen. 

X = V2 cos / 8. 

y = V2 sin / 9. 

4 
Z — kt=z—'t 10. 

Ti 

71 

k bestimmt sich daraus, daß / für x^--=^ 1 , j/^ = l den Wert A = -r annimmt, 

4 

also für ;ir= 1, j= 1, x: = 1 die Gleichung besteht 

1 = ^ • T o<^er >6 = — 

4 71 

Nun ist für x-\-y = . ._^ 

' K2(sin/4.cos/)=0 

_3n 

also Zeit des Weges t—/ / __ ^ 

^ — ^, — A - -g . 



— se- 
in. Ferner , , 1 ^- 

2, = 5 

Würde man die Rechnung allgemein durchfuhren, so fänden sich folgende 
Resultate: „ , . . 



tgA = 



tg(,= 



B — A 
A — B 



:a-\-b 



negativ 
reziprok. 



Daraus n 

U — tx— 2^, 

femer jtr, = — 1 

29. Aufgabe. 

1. ;r*4-/ = r'. 

Die gesuchten Koordinaten sind: 

P: ;r = r cos X 7 = r sin X 

P*: x=^ r cos2\ 7=rsin2X 

M: X = — (cos X -|- cos 2 X) >' = "o (sin X + sin 2 X). 

2. Die Gleichung des geometrischen Ortes von M läßt sich leicht in Polar- 
koordinaten aufstellen. (Figur 19 Seite 40.) 

^ , r* r cos*X-f-cos*2X-|-2cosXcos2X"| 

+ -^ ■" T L+ sin* X 4- sin' 2 X + 2 sin X • sin 2 xJ 

r* X 

p* = - (1 + cos X) = r* cos* ^ 

X 

p = r- cos—. 

3 
Der Winkel 9 des Radiusvektor OM ist aber gleich —X, also lautet die Kurven- 
gleichung 

p = r • cos \ (Kardioide). 
o 

dy 

^ rf/ d\ 2_ cos X -}- 2 cos 2 X 

rf.r rf;ir — sin X — 2sin2X* 

7x 
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31. Ajätgßbe. 



l . IHc Schnit&urven arit H 
al.H c«K' Schar wo Kurven viertEr 



projizierai sidi in die xjf-¥hcac 



jr* 



i^ s if s 



IL 



l>ic hv>.K>ktK>tiv» Uvr b'ikUittKn in die 
il^i K.ui v«tii«chiwr XX): ■dso 

4-»*««.» 4i^<«r 



and die OrtboeDnahrajektorien 



tu 



J.X 









von n.) 
OrtiK^onal- 



) 



I tit. I («t«tu||> VAUk Itl ^ likut«t: 






_ --^-._^_.0 



CHi^?f 







IV 



\^ 



ist 






i \i^\\\ »M 



itletcfaiu^ r\*.^ stdh die Schar der Ortho- 
^vHVÄttraiefctoricfi dar. Ak Hadiensdiar be- 
trachte stellt die deicfaiii^ I\^.) zusammen 
mit 1.^ die Fallinien dar. Die Projektionen 
wn IL^ und IV.) sind in Figur 21 skizziert 

l)ie IXtlereiitialgfeicfaui^ \oa IV.) ist III.), 

vi i : 

Sw^ uuumt rur x - ,» — den Wert 








m, K\ \\ 01^* KuuHW^Iuu m \^^ "^^ NutUnrnkt einen Doppelpunkt Es 



» \ 






.^^' »' 



«<i 



««.I 



* >• ♦• ^ 



» » 



14» 
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2. Die Asymptotenrichtungen ergeben sich aus den Gliedern höchsten 
Grades der Gleichung I.) 

1. y = 

2. y = x 

3. 7 = — X. 

Man hat also bereits die Richtungen; der Abschnitt g auf der j- Achse findet 
sich aus der Tangentengleichung 



x = x. 



als 



=c 



) 



Es ist 



dy 

dxJ x = oo 

oder y = oo 

2yx' 



dy 



_ 3/ — 8y + 4jv — 3 j ^ __ 4 y — 8y + 37 

"~ 3/ — 8;/ + 4 — ;r' ~"2y — 4/+1 
= 2 fiir ^^ = 00. 

Die drei Asymptotengleichungen lauten also: 

y = Q 

y=^x-\-2 
y = -x-^2 
1 1 

3. V= njx^ dy = ni\^ y + b - 2)1 dy 

= ^ [~ Ig^ + 1 b - 2)1 = 0,362 [cm«]. 

i (3 - 1/ "5 ) 



:r \ yx^' 



dy 



ys 



{^-V^) 



V 



J-|/ + 2/-j 
|(.j-2r-lg/ 



-3 0,65. 

0.3S1 



35. Aufgabe. 

1. Die Gleichung der Parabel, welche symmetrisch zur £:- Achse und deren 
Scheitel auf der ^-Achse um die Strecke a verschoben ist, hat die Form 

.r' = 2/(5 + 4 
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Es ergibt sich 



n'=aV2k 



a 



2K2. 



a 



Diese Gleichung ist die einer Parabel mit dem Scheitel ^ = ^7r— I H = und 

aV 2 



2K2 



der Brennweite 



4 • 



Für x=0 wird y = a. 

Yxix y = wird x = a, d. h. die Parabel berührt die Achsen. (Fig. 22 S. 49.) 



Es ist 



38. Aufgabe. 



X =^ a cos^ /; 
dx 



y = a sin* / 



dy 
, = — ^ öacosVsin /; -7^ = 5 ör sin* / cos / 
dt ' dt 



dy 
dx 



= -tg't=^y 



d^y _ dy dt _ S sin t 
dx^ dt dx bacos^t 






5 ^ (cos" / 4- sin" /) « 
3 sin / • cos t 



Dadurch erhält man folgende Zusammenstellung: 



y' 




T 

71 



a 

aV2 
ö 






aV2 
8 



— 1 

00 



Die Länge der Kurve ist 



71 

T 



■wm^{ 



dy 
~dt, 



dt 



71 

T 



00 

Vi 

00 



= -l-5fl: j >^cos"/4"S^"*^cos/sin/öf/. 




1 . Substitution : sin* / = -s gibt ausgerechnet 



Figur 23. 
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40. Aufgabe. 

Die gegebene Differentialgleichung wird auf die gleiche Art integriert, 
wie Aufgabe 16. Man findet 

1 . y = 3 cos X -|- sin ;r -f- ^i + ^2 ^"^ "h ^« ^^'^• 

Um die spezielle Kurve zu finden, setze man in J, j', j" fiir ;i' den Wert ein; 
dann müssen diese Funktionen selbst werden. Es ergibt sich 

= 3-\-c,-\-c,-\-c, 1. 

0=1 + ^,4-2^« 2. 

= — 3-{-c, + 4c, 3. 

Aus diesen drei Gleichungen findet man 

so daß die verlangte Kurve die Gleichung hat: 

2. j = 3 cos ;r -f- sin .r — be^ -f- 2^^'. 

Entwickelt man die einzelnen Funktionen in Reihen bis zur vierten Potenz 
von Xy so ist 

..■=3(,-|i)+(.-i;)-5(.+.+|i+| 

oder ausgerechnet 5 , 

/ = — .t-'. 
o 

Durch Kurve 3 ) wird der näherungs weise Verlauf der Kurve 2.) in der Um- 
gebung des Nullpunktes gegeben. 

41. Aufgabe. 

Die 1. Frage soll nach der 2. und 3. PVage behandelt werden. Zur Beant- 
wortung von 2.) und 3.) bildet man vor allem den 1. und 2. Differentialquotienten 
der gegebenen Funktion. (Figur 25 Seite 53.) 

cos 2x 

1. y=l+x g— 

2. / = l+sin2;ir 

3. y' = 2cos2^. 
Horizontaltangenten: 

Aus 2.) folgt :t^ = für sin2^-^ — 1, d. i. für x = {4?i — l)^\ 

u X 4 

die zugehörigen Ordinaten sind nach Gleichung 1.): 

4. j = 1 + ^ = l + (4 ;/ — 1) -^. 
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Das Volumen der Spitze ist 

8 



8 



= 7iix'dy = n i\l6 — 8 ^2^ + 2/) dy 



= n [l6>' — 



16K2 A 



-'s 



20 7t 



[cm']. 



Die Oberfläche ist 



= 271 Cxds = 2n ( X ]/^l-{-{x — 4Y dx. 



Substitution : x — 4 = -sr 

-2 



2 



— 2 



= 2:i| CzVl+s'dz-^i CVl-i-s'dß 



k— 4 



— 4 



— 2 



= 2 :r [-^ ( 1 + ^^)^ + 2 lg -0 + K 1 + ^^ + 2 -^ K 1 + ^] 



= circa 11,3 [cm*]. 



— 4 




43. Aufgabe. 

Die Kurvengleichung lässt sich leicht auf die Form bringer 



*^>& 



Ferner ist 



dr 



2 cos* <p' 
psin cp 



r = 



Figur 26. 



d (p cos' (p 

^„ ^ /(l+2sin'(p) 
cos* cp 



1. Für Punkte mit Vertikaltangenten gilt die Bedingung: 

r' 

tg T = — = 2 tg cp. 

Diese Gleichung wird erfüllt durch 

cp = 

cp = Jl. 



2. 






^ . o = 17 für cp = - 
2 sm 2 cp 2 4 



71 



;/, = 



2p für 9 = — 



3 



_ (^.---^^r^'-'jY 



P = 



;.«-|-2r'* — rV 
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Gleichung 3.) stellt eine Hyperbel dar, denn 

^C— ^=- — 4<0, 

ferner geht mittels der Substitution ^-^ x — — , r[^=J' — ^ Gleichung 3.) über in 

^•'1 = 1 4- 

Gleichung 4.) ist eine gleichseitige Hyperbel mit den Asymptoten ^ ^^ 0, n '-^ 0» 

d. 1. x — — -^0, n — — =^0. 

Auf die Hauptachsen bezogen, lautet die Gleichung 

wie sich mittels der Transformation 

^ = ^r' cos 45 — y sin 45 
r\ = x' sin 45 +y cos 45 



zeigen läßt. 



46. Aufgabe. 



1. Es ist ^ — ^^z-^^znax"*-^ 

5 — ^ dx 

r\:=^ ax" — ?i a x'*"^ ' X -^- ^' n a x'*^^ 

r| = ^•«•a;ir'»-i — ^^ — l)ax'* I. 

2. u — -T = / cos a 
V — jv = / sin a, 

wobei a der Neigungswinkel der Tangente ist. 

1 ,, 1 

Kl+tg'a ^ ' 



, , tg a , dx 

"^ l^l+tg'a ^ 



oder , . 1 



F+W 



V =^ ax*" + / 



nax*""^ 



3. Differentiert man I.) nach 1^, so ergibt sich 

dx\ 



.^ -^nax""^ II. 

dK 
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2 



V=c'7: ("''•^ = '^'"•[4] = ^c'nl[cm*] 







'>=H'"-"iYM^WF&P' 







48. Aufgabe. 

Die Gleichung des zu Pi konjugierten, also zur Tangente in P^ parallelen 
Durchmessers lautet: 

a* '^ b' -"^• 
Der Schnittpunkt P, mit der Ellipse 

hat die Koordinaten 

b a 

^2 = — -^1 bezw. jr^ :=: j- j'i. 

a b 

Die Koordinaten von Q sind: 

^=^1 — *^a = ^i + -^>i 1. 

k'b 
a 

Da ferner ß auf der Tangente in P, liegt, so gilt 

^ + ^^-1=0 3. 

Endlich ist il i ^ _ i _ O 4 

Aus diesen vier Gleichungen ist x^ und ji zu eliminieren: 



b-/.r=i^-.)=>^'^-^ 
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3 



''~ d^ "" 2^ 

die Größen ä, ^, ^ zu berechnen und in die Gleichung 

y = a-^- bx-\- cx^ 

- 1 

einzusetzen. Das Resultat lautet, wenn zur Abkürzung (1 -f- tg^ cp)' = — jj — =^ AT 

gesetzt wird, 

J = J^t — ^, tg (p + ^^ + (^tg (p —J ;r + — ^. 

51. Aufgabe. 

Man berechnet zuerst den Flächeninhalt eines Querschnittes, z. B. F^\ dann ist 

/^, = |- [/^o + 4 /,, + 2 /« + 4 /„ + /,.] , 

oder da nach Angabe 4o = und L^ = ist, 

5 10 

/s = |-[4/«+2/« + 4/,»]=y[2/« + /« + 2/«]. 

Hierauf berechnet man den Volumeninhalt auf die gleiche Weise 
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13. Aufgabe. 

Für den Winkel -^dx, um welchen der Wellenquerschnitt an der Stelle 

X 

X'\'dx gegen jenen an der Stelle x verdreht erscheint, gilt die Gleichung: 

a© ^ 2 Mdx 

^- dx = —7- -^ 
dx a* n G 

oder .- 1 , ,, 8q) 

G ist der Schubelastizitätsmodul, M das Torsionsmoment an der Stelle x\ beim 

Uebergang zum Nachbarquerschnitt ändert sich M um den Betrag -r — dx\ 

X 

dieser Zuwachs ist gleich der Summe der Drehmomente, welche von den an 
dem Wellenstücke dx angreifenden Trägheitskräften hervorgebracht werden. 

Die Masseneinheit der Welle ist — ^ — ■, also besitzt das Volumelement die 

Masse — ^^ — dv=^ — ^ — .dFdx, wenn dF ein Flächenelement des Oyi^r- 
ga^nl gar n i ^ 

Schnittes bezeichnet. Bildet man daher die Momente der Trägheitskräfte und 

summiert über den ganzen Querschnitt, so erhält man 

dM 



— dx^= I — - — ,'f^ -^T^i'dF'd x^ 
X J ga^Ti/ a/* 



oder da bei der Integration - ~ und dx konstant bleiben, 

dM Q a'cp 



dx 



ga':il a/'J ' 



das hier noch auftretende Integral ist das Trägheitsmoment des kreisförmigen 

a* 71 
Querschnittes, hat also den Wert -^, so daß 

dx~~2g/' dr- 

wird. Andererseits ergibt die Differentiation der oben für M aufgestellten 

Gleichung nach x: 

8 M _ a*:i G 8^ 

~dx~ 2 "dx"' 

so daß man für die von der Welle ausgeführten Torsionsschwingungen folgende 
Differentialgleichung erhält : 

d'<p _ a'nGg/ 8^cp 

8?'~ Q Fx^' 

Wird <p = A sin a,rsin |3/ 

Dr. L. Marc un«I K. Koch, LoMinRcn. C 



1 



gesetzt, 
und 



- Aar am ci^'sin ^/ 



-A^'- 






-<t 



c>fttt{»«ta»E 




es stellt also (p = .-1 sin a j.--sin p/ ein par- 
tikulares Integral der Differentialgleichung dar, 
wenn zwischen a und ^ die Beziehung besteht: 



iVgl.I--öpplIlI 



-"y-'Q ■ 

§57, und IV. § 11 und 12) 



14. Aufgabe. 

Die Lage der Hauptachsen V }' und ^Z 
ergibt sich aus Fig. 14. Der Winkel, welchen 
die Lastebene mit diesen Richtungen bildet, 
ist a -- 45". l'iir den Schwerpunktsabstand 
von der Diagonale des umschriebenen Qua- 
drates findet man durch Anschreiben aner 
Momenten -Gleichung « ^= 19,6 mm. Die 
I lau pt- Trägheitsmomente haben die GröBe 
(->, = 92,1 cm' und 0, - 23.7 cm*. Das 
Biegungsmoment nimmt an der Einspannstelle 
den Wert an: 100 kg 50 cm = 5000 cm kg; 
seine Komponenten in Richtung der Haupt- 
achsen sind also .J/, — Af^ =^ 5000 sin 45' 
^ :-l!)40 cm kg Die Spannung ö = a, 4" 0„ 
für eine Stelle des Querschnittes mit den Ko- 
ordinaten j' imd .; wird demnach 

3540 , ;jr>40 

Die fjröüte Spannung tritt an der Kante A 
auf, m n -= 38,4-4.24 + 156-2,67= 580 atm 
wird. 

Ist der Ouersclinitt-skcrn gegeben, so läßt 
sicli n ancli nach der Formel berechnen: 
M 

um i- zu finden, zeichne man zunächst durch 
den Schwerpunkt S die Spur fi/1 der verti- 
kalen Lasli'bcne; sodann ziehe man zu der 



5 + 156^. 



— %?J — 

Tangente im Schnittpunkt von B B und der Zentralellipse die Parallele durch 5, 
wodurch die NuUinie NN erhalten wird. Man erkennt jetzt wieder, d^ß die 
größte Spannung bei A auftreten muß. Der Parallelstrahl zu NN durch diesen 
Punkt hat als Antipol den Punkt A' des Querschnittskerns; die Strecke SA' ist 
dann das gesuchte k. Aus Figur 15 entnimmt man unter Berücksichtigung des 
Maßstabes k = 0,66 cm; F=Vd cnr und il/ = 5000 cm kg, so daß man für ö 

den Wert findet 5000 cm kg 

^ = i^äix Vii — i — oSOatm. 

0,66 cm- 13 cm 

Um die Richtung zu finden, in welcher die Durchbiegung erfolgt, zerlegt 
man P in Komponenten nach den Hauptachsen Y und Z und bestimmt die zu 
diesen Lastebenen gehörigen Biegungspfeile. 

PP sin 45" 



f.-' 



3ij0^ 



_ Pr si n 45" 
'^y~~ 3/fe, ' 
somit wird y qo i 

oder „. 1 " 

q> = 70 ^. 

Die Durchbiegung erfolgt also unter einem Winkel von 75V«" — 45" -— SO^It' 
gegen die Vertikale, und zwar nach der Seite der — )' hin. 

(Vgl. Föppl III., §§ 20, 27 und Aufgabe 11, 12 und 13.) 

15. Aufgabe. 

Man konstruiere zunächst mittels des verlangten Ilorizontalzugcs //, = 3Ö00kg 
die Momentenfläche des Trägers, wobei für das Hintragen der Schlußlinie zu 
beachten ist, daß das Gelenk D kein Biegungsmoment aufzunehmen vermag. 
Die Momentenflächc erscheint, da der Längenmaßstab 1:200 ist, 40 000 fach 
verkleinert. Für ihre Darstellung beim Zeichnen des zweiten Seilpolygons 
erweist es sich dann als praktisch 750 cm- — - 1 mm zu wählen. Der Horizontal- 
zug des zweiten Seilecks für die linke bezw. rechte Trägerhälfte wird 

,, Ee, 2 100000 kg/cnr. 15000 cm* lAPwv^Ann ^ 

//.. . -~ -jj- = — 3ooöTg — ^ ^^^^ ^"^"' 

.. ße, 2100000 kg/cur. 9000 cm' r^^i^nr^f^ ^ 

//„., ^-jj^ = ^00 k^ - ^>-^o^^^ ^"^■- 

Mit Rücksicht auf den gewählten Maßstab müßten die Größen die Längen 

14000 und 8400 erhalten. Nimmt man aber hiervon - , so wird //'„. , = 17,5 mm 

WÜO 

und //'„,- ^:= 10,5 mm; die Ordinaten der elastischen Linie werden infolgedessen 

800 fach verzerrt, sie erscheinen also in der Zeichnung, da der Längenmaßstab 



- = Vierfachen der natürlichen Größe, Im Gelenk D besitzt 



\inyn -eocfciy 



der linke und der rechte Ast der elastischen Linie 
eine gemeinsame Tangente und die gleiche Ordi- 
nate. Die letztgenannte Bedingung ist zu beach- 
ten beim Einzeichnen der Schlußlinie des zweiten 
Seilecks für den rechten Teil des Trägers. 

Die maximale Durchbiegung auf der Strecke 
(Vgl. Kopp! II., §§ 17 und 19) 



C bis D ist 3 mm. 



— ' 85 — 
16. Aufgabe. 

Die vertikale Komponente des Auflagerdruckes ergibt sich durch An- 
schreiben der Momentengleichung für das rechte Auflager als Momentenpunkt. 

A'2r = Pp 

Das Biegungsmoment eines in gleicher Weise belasteten Balkenträgers an der 
Stelle r — r cos cp ist somit 

Man berechnet jetzt die Integrale: 



n 



I Mfi 5 rfj = I -^ (1 — cos 9) r^ sin 9 </ 9 ■■= Pp r- 



Ü u 

und « 5^ 



I d^ ds -.^ I r"" siir 9 r/9 ■= ;•'' • \ ; 



u 

dann ergibt sich der Horizontalschub nach der Formel 

fj^lM,zd5 ^ 2Pp 

Das Biegungsmoment für einen beliebigen Querschnitt des Bogcnträgcrs ist 

M=Mfi — Hs 

= -^ (1 — COS9) -— sm 9 ; 

es wird zu Null, wenn Pp sin- ^ = — Pp sin * cos %r 

2 :r 2 2 

wird, also 1. wenn « -^ ist, d. h. im linken Auflager selbst, 
2. wenn tg -^ --= - ^ 0.7854 ist, 

Ä TT 

woraus sich für 9 der Wert 103" 40' ergibt. (Vgl. Föppl § 37 und Aufg. 32.) 

17. Aufgabe. 

Um einen reziproken Kräftcplan zu zeichnen, bedient man sich am ein- 
fachsten des Verfahrens von Bow. Man berechnet zuerst mittels des Momenten- 
satzes die beiden Auflagerkräfte 

^=^2470 kg; A'^ 1830 kg 



— 8() — 

und bezeichnet die einzelnen Polygone der l^iniierrtgur mit Oy b . . . 7', w, J)iinn 
beginnt man die Zeichnung des Kräfteplans mit dem Antragen der gegebenen 
Kräfte, deren Endpunkte man mit den Ikichstaben jener Polygone versieht, 
welche die betreffende Kraft als gemeinsame Seite besitzen. Vom linken Auf- 
lager ausgehend , kann nun zur Ermittelung der einzelnen Stabspannungen 
geschritten werden: man zieht durch a und b Parallele zu den Seiten ah bzw. 




/^C 



/ 



/ \ 



/ 



y^p*^ 



\ 






^Jk 1- 



- Ü 



1»\ 



\ 



^..._.. 



/ 



\ 



\ 



/ 



\ 



/ 



, '\ 



.-^ — 






/ 



\ 



^ / 






\ 






'1/vwwi * 50 U.(\ 



I 



l: 



/ 






f 



•^3 



Figur 17. 



b/i der Hinderligur, wodurch man im Kräfteplan den Punkt // erhält; zum 
nächsten Knotenpunkt übergehend, zieht man durch den vorher erhaltenen 
Punkt // /// und /^ parallel den entsprechenden Polygonseiten, was Punkt/ 
ergibt, u. s. f Um zu entscheiden, welche Stäbe auf Zug, welche auf Druck 
beansprucht sind, hat man nur zu beachten, daß alle an einem Knotenpunkte 
angreifenden Kräfte im Gleichgewichte stehen müssen und daß an den Knoten- 
punkten die Reaktionen der Stabspannungen angreifen. Die Größe der letzteren 
kann aus folgender Tabelle entnommen werden: 
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(Vgl. 





Zugs|>annungcn in 


H 


1 1 


Dnicksp: 


Innungen | 


Spanniings- 


Stab i 


Stab 


Stnb 




lose Siätjc 


aA 


2500 


1/ 




4470 ■ 


hb 


■ 
3500 


ik 


hi 


850 


rf 




4470 


bl 


3900 


m n 


'g 


2i>00 


'/ 




4470 


Im 


950 \ 


n 


kg 


2200 


IH 




1750 :' 


^P 


4510 


*ir 


kl 


2370 


"/ 




2020 


po 


50 


r s 


mf 


4550 


// V 




G30 


dt 


3250 


I' w 


nf 


1550 


V e 




1820 


f^ 


17-20 




^/ 


4550 


tv e 




1820 : 


iv d 


2(>00 




pq 


50 










: 




Föppl ] 


I. § T).) 















18. Aufgabe. 

Da außer dem Gewicht ß und der gleich großen Auflagerkraft an dem 
Bügel weitere Kräfte nicht angreifen, so erhält man für den durch den Winkel ? 
bestimmten Querschnitt das l^iegungsmoment 

dasselbe nimmt in der Mitte des Bügels \^ =^ --A den größten Wert an : 

niax ^^ 

Die hier auftretende Hiegungsbeanspruchung berechnet sicli nach der l-'ormel: 

M 

Das Widerstandsmoment des (juadratischen Querschnitts mit der Seitenlänge a 



ist — , also wird 
o 



(5~ 



üßr 



a 



n * 



soll der höchst zulässige Wert von ö 1000 atm betragen, so ergibt sich für 
r = 20 cm und a =^2 cm 

ö = 1000 -^^,.-?-^^'"-::^ 225 kg. 
cm' 6 -20 cm ^ 

Für die elastische Spannweitenänderung gilt allgemein 



A/ 






a' 



hierin ist J/= Q rsin f^», ^ = r sin y, d s^r d^ und W ^= --- zu setzen und über 
den ganzen Bügel , also von 9 = bis rj> = j« zu integrieren ; die Ausführung 



ergibt : 



> ._6 6r':i_6 225kg8000cm-^:r_ 

a' li ~~ 81 cm^ . 2 • lO'"' kg/cm== — ^.^ cm. 
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Wird dem Gewicht ein kleiner Stoß in vertikaler Richtung erteilt, so führt es 
eine harmonische Schwingung aus, deren Gleichung 

;//-^= Q — cx 

ist, wenn als Nullpunkt das untere Ende des Bügels im unbelasteten Zustand 
gewählt wird. Für ;ir = 0,2.cm hält dann Q der elastischen Kraft gerade das 
Gleichgewicht, so dass 095 ke^ 

^ = 02^^ ^^^^'^^'"" 
wird. Die Schwingungsdauer ergibt sich nun aus der Formel: 

r=2ji]/-^ = 0,lsec. 
(Vgl. Föppl 111., §§ 18, 38; IV., §4 und Aufg. 5.) 

19. Aufgabe. 

Man betrachtet den Rahmen als Bogen, dessen 
Mittellinie von den Katheten eines gleichschenkelig 
rechtwinkeligen Dreiecks gebildet wird, und" berechnet 
die elastische Verschiebung der Punkte A und B nach 
der Formel: CM z 

darin ist z der Abstand eines Punktes des 
Rahmens von AB^ d s = d z- l^ 2 und 
M = Pz; somit wird 




Figur 18. 



. , _ 1^2 p i', 1 p^ 



ö^ 



— cm^ Z^::::^ 400 kg; rt-^80cm; 7: = 2000000 kg/cm', also 
1 £ 



A/ = 



400 kg. 12. 80" cm'' 



(Vgl. 



3 . 2 000 000 kg/cm* . 6* cm 
Föppl IlL, §38 und Aufg. 31) 

20. Aufgabe. 



- = 0,8 cm. 



Um die Stabspannungen nach dem Max well -Mohr sehen Verfahren zu 
berechnen, betrachte man etwa Stab 4 als den überzähligen und konstruiere 
nach dessen Entfernung den Kräfteplan 7] der die von P=\ t hervorgerufenen 
Stabspannungen des Hauptnetzes ergibt. Hierauf bringe man an den End- 
punkten des Stabes 4 zwei Zugspannungen von je 1 / an, deren Richtung mit 
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Ui^ ik 1^ 




jener des überzähligen Stabes zusammen- 
fällt und bestimme die Spannungen u 
des Stabsgerüstes 1, 2, 3; dann erhält 
man die tatsächlich in dem überzähligen 
Stabe auftretende Spannung aus der 

Formel : 

"LurT 

oder, da die Dimensionen aller Stäbe 
und folglich alle Stabkonstanten r ein- 
ander gleich sind: 

"LuT 



X = — 



Z«« 












Nachdem X gefunden ist, erhält man \ 

die Spannungen in den übrigen Stäben \ 

nach der Gleichung: \ 

Die Größe der 7} ermittelt man ent- 
weder graphisch aus den beiden Rissen 

oder im vorliegenden Falle bequemer nach der Formel: 7,=- 77- -1^6, wobei 
7/ die Länge des ersten oder zweiten Risses bezeichnet. 



Figur 19. 



1 



Slab- 
Nr. 



T in / 
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Verhältnis- 
zahl u 



1 
2 
3 
4 



0,306 
0,797 
0,171 





5 in / 



+ 1 


-0.306 


— 1 


4- 0,797 


+ 1 


0,171 


+1 






1 
1 
1 
1 



0,386 
0,717 
0,261 
0,080 



(Vgl. Föppl II., §49.) 



r :-f 0,3-20 ; 4 
A'= — 0,0«/ 



21. Aufgabe. 



Bezeichnet man den Winkel, um welchen der Ring zur Zeit / aus seiner 
Gleichgewichtslage abgelenkt ist, mit Acp, so wird nach dem Flächensatze 

das Trägheitsmoment des Ringes um seinen vertikalen Durchmesser ist gleich 
der Hälfte seines polaren Trägheitsmomentes, also 

e^-^^Mr'=ß-r' = 0,0255 kg cm/sec*. 
2 2^ 

Für das durch die Torsion des Drahtes hervorgerufene Kräftepaar K erhält 



man aus der Gleichung: 



durch Auflösen nach K: 



' a'nG 



Die obige Differentialgleichung geht daher über in: 

^d^'A? a^TiG . 
w = A<p: 

dt' 2/ ^' 

das Minuszeichen trägt dem Umstände Rechnung, daß einer Vergrößerung des 
Torsionswinkels eine Abnahme der Winkelgeschwindigkeit entspricht. Man hat 
es demnach mit einer einfach harmonischen Schwingung zu tun, für deren 
Dauer man erhält: 



--KM 



-•:=.: 2 n 




0.0255 400 

=20 sec. 



0.05* 



2' 



n- 800 000 



(Vgl. Föppl III., §57; IV., §4 und §18.) 

22. Aufgabe. 

Die Berechnung kann hier in ähnlicher Weise erfolgen wie bei einem 
Ringe, der längs eines Durchmessers auf Zug beanspnicht wird. Man betrachte 



. ..-'-... * 
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an Stelle des ganzen Rahmens einen Quadranten desselben, z. B. den links oben 

gelegenen. Um denselben für sich im Gleichgewicht zu halten, muss an der 

P 
Stelle A eine Normalkraft von der Größe —- und ein vorerst unbekanntes 

Moment M^ übertragen werden. Das Biegungsmoment für irgend eine Stelle des 

P 
vertikalen Rahmenteiles ist dann iW;„ da hier die Normalkraft — ein Biegungs- 
moment nicht hervorbringt; für eine 
Stelle des horizontalen Teiles erhält man: 



Die Endquerschnitte des Rahmencjuadran- 
ten müssen auch nach der Formänderung 
rechtwinkelig zueinander bleiben, so daß 
sich M^ aus der Gleichung bestimmen 
läßt : 71 



j Afl'<p=0. 





also, wenn man für Af seine Werte 
, einsetzt und über den vertikalen bezw. 
horizontalen Teil des Rahmenquadranten 
integriert: 




Figur 20. 



^ f-^l^ 4- r ^^" ~ 2 "^^ '^ "^ _ 2 M.a _ Pa' 
J J£& ' J E@ 



E(d 4£&' 



i) 



hieraus folgt: 



>/o = - 



Pa 



8 ■ 



Das größte Biegungsmoment ist daher negativ und tritt in der Mitte des 

horizontalen Rahmenteiles auf: 

3 
M - -- — — Pa = — 750 kg cm. 

Die Beanspruchung des Materials an dieser Stelle ist, da das Widerstandsmoment 
des quadratischen Querschnittes von der Seitenlänge A 



ist, 



IV = 
b 

Af 6- 750 o^ , 

ö = ^rj-= - -— := 83 atm. 
yy 4* 



(Vgl. Föppl III., § 41.) 
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lotrecht übereinander liegen, was eine Kontrolle für die Genauigkeit der Zeich- 
nung abgibt. Die Größe der einzelnen Stabspannungen ist aus der nachfolgenden 
Zusammenstellung zu entnehmen: 

S, = S, = S, = — 460kg; 5, = 5,=- + 460 kg; S,^ S,,r^. — 980kg; 
S, = 5,„ = 5,, = 5,4 = + 700 kg; S^ = S^=S,. = 5,« — — 700 kg. 

Wird an dem Knotenpunkt I eine Last von 2000 kg angebracht, so 
braucht man nur die eben ermittelten Spann ungs werte zu verdoppeln. Eine an 
Knotenpunkt II wirkende Last von 3000 kg ergibt ein Spannungsbild, das dem 
vorher behandelten vollständig ähnlich ist: die Vorzeichen der Spannungen 
erhält man, indem man sich Punkt I in die Lage II übergeführt denkt; die 
oben angegebenen Werte sind dabei zu verdreifachen. Man erhält so: 

5, = 5s = 5, = — 1380 kg; 5, = 5, = -f 1380 kg; 5,, = 5„ = — 2940 kg; 
5,, = 5,, = 5, = .% = + 2100 kg; 5, = 5, = 5,, = 5„ = ~ 2100 kg. 

Werden 2000 kg an I und gleichzeitig 3000 kg an II angebracht, so hat 
man die Spannungen, welche jede dieser Lasten für sich in einem Stabe her- 
vorbringt, algebraisch zu summieren. Man findet dann: 

5. = 5« = + 460kg; 5, = 5, = — 460 kg; 5. = — 2300 kg; 

5. = — 4060 kg; 5, = 5,. = 5„ = — 700 kg; 5« = 5;» = 5„ = + 700 kg; 

5„ = — 4340 kg; 5,, = — 1540 kg; 5,, =: + 140 kg. 

(Vgl. Föppl IL, §43.) 



24. Aufgabe. 



Q 



Die Momente der an den beiden Maßen - angreifenden Trägheitskräfte 

Q d^o Q (Po 

für den Aufhängepunkt ./4 als Momentenpunkt sind /- -^ und — — • 4 /' -t^, 

die Momente der äußeren Kräfte Q sind — ß ^ sin cp 
und — ß-2/sin 9. Das d'Alembcrtsche Prinzip ergibt 
daher die Gleichung: 



— 5~^'^"V — SÖ^sincp^O . 



L 



-|4. 



oder fiir kleine Ausschläge: 



d*(p 



3^ 



di^ - ~ 5 7 ''' 



Hieraus folgt für die Schwingungsdauer 7' 

Das von der Stange in dem Teil ji B aufgenommene 
Biegungsmoment ist 
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A/ - - I / .V ^T - V '^ ^ (^ + -'■) ^T - 0-«^ sin <p - ß (/ + xi sin <? 



= -f ^(2/+3.t-)'^^?-ß(/+2.r)sin9. 



oder nach liünführung des aus 1.) folgenden Wertes für - 



^^'9 




1 

i. 




4,6 /H* 



g«4000fti^ 



i 



wm 
I 







7/////^^////^ 





Kijrur 2;}. 



M -— ^{l — x) sin 9. 
5 

In gleicher Weise erhält 
man für einen Querschnitt 
des Teiles BC 

M =^ — X* sin 9. 
5 

Das größte Biegungsmoment 
tritt also in der Mitte der 
g Stange [x = 0, x' =^ l) auf, 
wenn 9 seinen größten Wert 
erreicht hat; es ist 

i'/max =^ -^ / sin a 

= 10 m kg. 
(Vgl. Föppl IV.. § 12.) 

25. Aufgabe. 

Man lege durch die Rich- 
tung P eine Ebene zi senk- 
recht zur Ebene e der drei 
Stäbe 4. 5, 6. (Fig. 23.) Dann 
kann die gegebene Kraft 
P ^= 1 000 kg ersetzt werden 
durch eine gleich große in 
die Schnittlinie £:i fallende 
Kraft P^ und in ein Kräfte- 
paar von der Größe 2000m kg, 
dessen Momentenvektor zur 
Ebene rr senkrecht steht. 
P^ läßt sich in Ebene e 
nach den gegebenen Rich- 
tungen 4, 5, G zerlegen, wo- 
durch man die Spannungen 
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dieser Stäbe erhält. Man findet aus dem Kräfteplane S^ = -[- 640 kg, 
Si = — 180 kg und 5« = — 460 kg. Das vorher erwähnte Kräftepaar muß 
von den Stäben 1, 2, 3 aufgenommen werden; da der Momenten vektor zur 
Ebene n und also auch zu der durch die Stäbe l und 3 bestimmten Ebene 
senkrecht steht, so folgt, daß der Stab 2 spannungslos sein muß; demnach 
sind Si und 5", gleich groß, aber von entgegengesetztem Vorzeichen, und da 
sie ein links drehendes Moment ergeben müssen, ist 1 gezogen, 3 gedrückt. 
Der Hebelarm des durch 5i und 5-, hervorgerufenen Kräftepaares ist 2 •0,8 m 
•sin 60° = 1,39 m; also wird 

-. = ^if^ = + '^«"<« 

i>; = -1440kg. 

Die Spannungen der vertikalen Stäbe hätten auch auf folgende Weise leicht 
gefunden werden können. Man ziehe in der oben mit e bezeichneten Ebene 
die die Stäbe 1 und 3 schneidende Gerade, projiziere alle Kräfte auf eine zu 
dieser Achse senkrechte Ebene und schreibe die Momentengleichung in bezug 
auf den Schnittpunkt jener Achse mit der Ebene an. Die Momente der Span- 
nungen 1, 3, 4, 5 und 6 sind Null, da diese Kräfte durch den Momentenpunkt 
gehen; das Moment der Kraft P um die Achse ist ebenfalls Null, weil die 
Projektion von P auf die Ebene Null ist. Für die Spannung 5,, die sich in 
die Ebene in ihrer wirklichen Größe projiziert, liefert daher die Momenten- 
gleichung Si = 0, Hierauf lege man eine zweite Achse in Ebene e, welche 
die Stäbe 2 und 3 schneidet und bilde wieder die Momente um diese Achse; 
man erhält dann : 9^ . | 2 m = 1000 kg • cos 30* • 2 m 

oder: 5, =+1440 kg. 

In gleicher Weise ergibt sich 5;, = — 1440 kg. (Vgl. Föppl IL, 3. Abschn.) 

26. Aufgabe. 

Eine Schwerlinic des Halbringes ist seine Symmetrieachse Z/^; der auf ihr 
gemessene Abstand a des Schwerpunktes vom horizontalen Ringdurchmesser ist 



^ " 



}} 



^ 



r* sin 9 dr di^ 



a = — 



-! = 14,8 cm. 



3 71 r\ — r\ 

Die Trägheitsmomente um die beiden 
Hauptachsen ZZ und )')' ergehiüi sich 




l'ij^ur 24. 
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am einfachsten durch folgende Ueberlegung: das polare Trägheitsmoment des 
vollständigen Ringes ist 

aus Symmetriegründen ist dann &y = 0^ = -— 0^; für den Halbring erhält 
man also 

Sy = 0, = I (r; - ;'J). 

Das auf die Hauptachse FF bezogene Trägheitsmoment 0, des Halbringes 
ergibt sich aus der Beziehung 



0., = 



e_,. — a'F 



f ('-t - ri) 



8_ {r[ 
9:t' r? 



- riY 



Die Trägheitsradien i, und t), werden daher 

"07 



t.=y^=ll^r\-\-yl = l6A 



cm 



und 







a_ 



i 

Figur 25. 



Nachdem die Zentralellipse aus diesen 
beiden Achsen konstruiert ist, findet 
man die NuUinie NN als die zum 
Angriffspunkte der Kraft /'gehörige 
Antipolare. 

Die größten Spannungen treten 
in den Punkten A und B auf, deren 
Koordinaten j und s aus Figur 25 
entnommen werden ; fiir A findet man 
j = -[- 26 cm, 2 = — 14,8 cm, für 
ß: / = — 3,2 cm, -8r = +ll»2cm. 
Die an diesen Stellen herrschenden 
Spannungen ergeben sieh nach der 
Formel 



ö = 






T\' + W+^ 



«J . 



da P= — 1000 kg und /^:=432cm' beträgt, ferner a=ts und d = $^ ist, so 

erhält man 

(5^ z= — 14,7 atm; a^ = -\- 5,6 atm. 

(Vgl. Föppl L, § 27; IIL, §21.) 



»■ • 



27. Atff^abe. 

Man beginnt mit dem Zeichnen der Momenten fläche, (lir welche der 
Horizontalzug H^ :^= 2D00 kg gewählt wurde. Der Längcnmnßstah ist 1:100, 
also erscheinen die Flächen 10000 fach verkleinert Für die Konstruktion des 
zweiten Seilpolygons ist es dann zweckmäßig, 2500 cm' durch 1 mm <larzu- 
stellen. Dabei sind die Flächen durch Strecken mit aufwärts gerichtetem l'foile 




dargestellt, weil das Hicgungsmoment an allen Stellen des Trägers negativ ist. 

Der Horizontalzug//,, müßte, entsprechend der Gleichung//,, - =r8- 10^' cm' 

in der Zeichnung eine Länge von :t20O mm erhalten. Wählt man statt dessen 
//,i' = 32 mm, so erscheint die elastische Linie in hundertfacher Verzerrung. 
Die Durchbiegung des rechten Trägerendes d. h. der lotrechte Abstand des- 
selben von der Tangente an die elastische Linie im Kinspanntjuerschnitte ergibt 
sich au.s der Zeichnung wegen der lOüfachen Verzerrung und des Längenninß- 
stabes 1:100 in natürlicher Größe; man findet 



/ ^ 20 mm. 



(Vgl. FöppI IL, §17 und 19.) 
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Figur 27. 



also 0, -— 05 = 



Mr' 



28. Aufgabe. 

Um die Größe und Richtung des Dralles 3) 
zu bestimmen, beziehen wir ihn auf ein mit 
der Scheibe fest verbundenes, rechtwinkeliges 
Koordinatensystem i, j, f. Die Richtung von j 
1 falle mit der Projektion von u auf die Scheiben- 
ebene zusammen, i stehe auf j in der Scheiben- 
ebene, f auf dieser selbst senkrecht. Das polare 
Trägheitsmoment der Scheibe ist 

^' 2 ' 



Für die Komponenten von u findet man 



u^ ~ 0; », = // cos 30" == ^ K3; //, = // sin 30' = ^. 
Man erhält daher: 

o 4 

Der Drall 99 bleibt also dauernd in der Ebene j f ; er bildet dabei mit j den 
Winkel a, der durch die Gleichung bestimmt ist: 

woraus der Wert a = 49" 

hervorgeht. Der Oeffnungswinkel des Kegels, welchen SB um u beschreibt, ist 
daher 2 • (49" — 30°) = 38". 

Die Größe von SB findet man aus 

B ==\^B\ + B\ = -^ Mk u V1\ 

o 

setzt man hier die gegebenen Werte ein, so ergibt sich 



ß = 



11 300kglm»-300-2n 

8 



318 m kg sec. 



9,81m/sec''-60sec 

Um die verlangte Rotation zu erzwingen, muß auf die Achse von den Lagern 
ein Kräftepaar St übertragen werden; nach dem Flächensatze ist 



i« = 



dl 



oder, wenn man wieder in Komponenten zerlegt, 

; Ki = 



<^>i rs du, ,^ dB^ _ Q du^^ ^ _ dB^ _ ^ du^ 



^•=^^--® 



• K — --— — 
dt * ^*~ dt ~^' dt' 



dt ' "' dt 
Mit Rücksicht auf die Eul ersehen Gleichungen wird somit: 



:-! i:*i="\ 



\.-\ 
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K, = //, //, (0, _ 0,) = - ^ r"3 = 8250 m kg 

ir, = //,f/,(0, -0,) = O 
^,— «,//,(0, -0,) = O. 

Das statische Moment des Kräftepaares, das von den Lagern aufgenommen werden 
muß, ist ebenso groß, aber entgegengesetzt gerichtet. (Vgl. Föppl IV., sj 21.) 

29. Aufgabe. 

Der Biegungspfeil des einen Trägers muß gleich dem des andern werden. 
Für den die Spannweite / überbrückenden, eingespannten Halkcn ist, wenn der 
auf ihn treffende Anteil der Kraft /' = 1000 kg mit Z bezeichnet wird 

ZP 

^ 192' 
für den beiderseits frei aufliegenden Balken, der in der Mitte die Last P — Z 
aufnimmt, ist [P - Z\ P 



48 

Folglich ist Z/'_ (P—Z)r 

192 " 48 

"""^ z=^p=mvg. 



Der von dem eingespannten Balken aufgenommene Lastteil ist 800 kg, also 
treffen auf den frei aufliegenden Träger 200 kg. 
Die Einsenkung/" beträgt: 

Z/^ ^ SOOkg-eOycm^ 

^~ 192^0" 192- 2- 10" kg/cm* 7000cm* ~"^'^^"^' 

(Vgl. Föppl III., § 23 und Aufgabe 22.) 
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III. Darstellende Geometrie.*) 



1. Aufgabe. 

Konstruktion der Pyramide. 

Fällt man von der Spitze .S' eine Senkrechte auf die Gerade g^ so ist der 
Fusspunkt ^f derselben der Mittelpunkt der Basis der Pyramide. (Betreffs 
Konstruktion vergl. Aufgabe 15» l.b.) Xun zeichnet man mit Hilfe einer 
Spurparallelen die Spuren Ji' li" der Basisebenc der regulären Pyramide und 
klappt diese l^bene um /:' in dem Grundriß um. M„Ay ist der Radius des 
dem Basisfünfeckc umgeschriebenen Kreises, womit man das Fünfeck zeichnen 
kann. Bei der Zuriickdrehung der Ebene E in die ursprüngliche Lage bedient 
man sich der Affinitätsbezichung: ^!. J/, /, M. />. // u, s. \v. 

Konstruktion der Schnittebcnc. 

Da die Schnittebene dieselbe Grundrißspur besitzt wie die Basisebene der 
Pyramide, so muß auch die (irundrißprojektion des senkrechten Abstandes der 
Spitze V? von der Schnittebene in vS'. J/, fallen. Man denke sich nun die lot- 
rechte Ebene durch S M um .V, JA in den ( jrundriß umgelegt. (S" 6\ JL 5, J/, ; 
5" Wj = 5, 5,2-) Hierauf verbinde man S' mit dem Schnittpunkt von /;'' und 
5, J/, d i. A^ und schlage über diese Strecke einen I laibkreis. Auf diesem 
Kreis schneide man von 5.. aus auf dem Kreis den Punkt /^. mit der Länge '/i 
der wahren Größe von 5 M ab. }\ ist ein Punkt der gesuchten Ebene. Zieht 
man P,. P, jj /:', so erhält man P,. P. findet man durch P.P^^ = Py,P^. Die 
Spur E*" (^ Aufrißspur der Schnittebene) ist dann senkrecht auf S, /l. 

Die Schnittfigur kann ohne weiteres als affme Figur zum Basisfünfeck 
der Pyramide unter Benützung der Punkte i/;/., ;//. etc.) gezeichnet werden, nach- 
dem man ;//,, ///, als Durchstoßpunkt der Höhe PS durch die Schnittebene 
bestimmt hat. 

Die wahre Größe des .Schnittes llndct man auch mit Hilfe der Affinitäts- 
beziehung, nachdem man ;//. ermittelt hat. 

Die Abwicklung und Schattenkonstruktion bietet keine Schwierigkeit. 



•) Hetreflfs Aufgabe 2, 4 u. s. w. .siehe Inhalisang.ibc. 
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Abwicklung des Prisma. 




Abwicklung des Cylinders. 
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3. Aufgabe. 

1. Aufstellung der Körper. 

a) Der schiefe Kreiszylinder kann ohne weiteres mit den gegebenen 
Elementen dargestellt werden. 

b) Um das Prisma zu konstruieren, zeichnet man zunächst die Spuren 
E\ E** der Basisebene desselben; nämlich E* \.gi durch ttj und E** \_gt und 
bestimmt dann den Durchstoßpunkt ß der Geraden g durch diese Ebene. Dann 
legt man die Ebene E um E* in den Grundriß um und ergänzt über a^ ß,, das 
gleichzeitige Dreieck a, ß,, y,,. Durch Zurückdrehung findet man a, ß, Yi und 
dann a, ß, y^. 

2. Durchdringung. (Vergl. Aufgabe 11, 2.) 

Man benützt Hilfsebenen, welche sowohl zu den Mantellinien des Zylinders, 
als auch zu den Längskanten des Prisma parallel sind. Diese Ebenen schneiden 
den Zylinder in zwei Mantcllinien und das Prisma in zwei zu den Längskanten 
parallelen Linien: Die Schnittpunkte dieser 4 Schnittgeraden sind Durch- 
dringungspunkte. 

Um diese Schnittgeraden zu konstruieren, verlängert man entweder das 
Prisma bis zum Grundriß oder man bestimmt die Schnittlinien der Hilfsebenen 
mit der Basisebenc /:. Hier ist die erste Methode gewählt, in Aufgabe 10 
die zweite. 

Beispiele : 

a) Durch ß' Parallele zu ;;/;//'; Spurpunkt 3},. Der Spurpunkt von ß ß' 
ist (),. bi !Öi gibt die Richtung der Grundrißspuren der Hilfsebenen, b, 5}, muß 
durch a, gehen, weil nach Angabe die Prismenseite et ß a' ß' parallel Zylinder- 
achse, b, 5i, schneidet den Basiskreis in .r und r. Parallele durch x und r zu 
'/;/ ;;/' schneiden ß ß' in ij und q* und a a' in / inid /'. Da die Prismenseite 
aa'ßß' parallel Zylinderachse, so sind die Strecken /> </ und />' r/ Teile der 
Durchdringungskurve. 

b) //, II b, 53, schneidet //, b, in //,, //,//, in i\\ ferner den Basiskreis in 
^, und d^ ; die Parallelen durch //, und i\ zur Prismenkante und durch r, und r/, 
zur Zylinderachse schneiden sich in vier Durchdringungspunkten //' und ////'. 
Analog finden sich weitere Punkte. 

3. Abwicklung. 

Man teilt den Basi.skrcis des Zylinders in beliebig viele gleiche Teile, 
hier 16, und legt durch die Zylinderachse ;;/ /;/' eine Lotebene zum Grundri.ss, 
in welche man die 16 Mantcllinien projiziert: A,^ B,„ Cn D,,- Die Schnittfigur 
ist kongruent der Aufrißprojektion (\i:i^ Zylinders, in 1^'igur 3a aber im ver- 
kleinerten Maßstab wiedergcgcrben. Hierauf wickelt man die einzelnen Mantel- 
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Da nach Angabe 5, ^, />, parallel zur Zylinderachse ist, bezw. dieselbe 
enthält, ist der Schnitt dieser Pyramidenfläche mit dem Zylinder geradlinig. 

3. Schatten. (Vergl. Aiifgabe 5, 3.) 

Man verbindet den Spurpunkt S, des durch S gehenden lichtstrahles 
mit yi, und Q. 

Um den Spurpunkt Ksi des durch K gehenden Lichtstrahles beschreibt 
man einen Kreis mit Mi F^ als Radius und zieht die gemeinsamen Tangenten 
an den Kreis um M^ und Ksx- 

Betreffs des Schattenellipsenstückes, welches an den Aufriß fällt, kann 
man auf zwei Arten verfahren. 

Man konstruiert die Aufrißspurpunkte solcher Lichtstrahlen, deren Grundriß- 
spurpunkte hinter die Projektionsachse fallen, z. B. z^. 

Oder man konstruiert die zum Kreise um A',, affine Ellipse, deren Mittel- 
punkt Ä'^a, d. i. die Aufrißspur des durch K gehenden Lichtstrahles, bekannt 
ist. Affinitätsachse ist die Projektionsachse. 

9. Aufgabe. 

1. Aufstellung der Körper. 

a) Die Pyramide ist vollständig gegeben. 

b) Zur Konstruktion des Prisma legt man durch a eine Lotebene zu g. 
Diese Ebene ist die Basisebene* des Prisma. 

^1 ' ± ^i gibt V 
V \_g^ durch /. 

Bestimmung des Durchstoßpunktes von ^ mitZ;^. Umklappupg von Ebene Z 
um L* und Konstruktion des Basisquadrates aus a^c^^a^ b,,c^,d,u Zurückklappen 
des Basisquadrates mittels affiner Beziehungen. Man erhält so a^ ^j c^ d^ und 
a^ b^_ Ci d^. Um die Länge 5,^ 5*2 auf g von c aus abtragen zu können, drehe 
man g um c in eine Parallelebene zum Aufriß mit Hilfe des Spurpunktes c. 

Cu c^ gibt ^o. 

^2 Co *^12 «^2 

Co' c^ II Projektionsachsc. 
Das Prisma kann nun ohne weiteres vervollständigt werden. 

2. Durchdringung der Körper. 

Man legt durch die Spitze kS" der Pyramide eine Parallele :t zur Längskante 
des Prisma und legt durch zi ein Ebenenbüschel. Diese Hilfsebenen schneiden 
die Pyramide in Geraden durch 5 und das Prisma in Parallelen zu den Längs- 
kanten. 

Um diese Schnittlinien zu bestimmen, kann man auf zwei Arten verfahren. 
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Entweder man verlängert den Körper, dessen Basis nicht in der Grund- 
rißebene liegt, bis zum Grundriß und sucht den Spurpunkt von n. Derselbe 
sei 0,; dann schneiden sich die Grundrißspuren sämtlicher Hilfsebenen in Oi 
und geben durch ihren Schnitt mit den Basisfiguren Punkte der gesuchten 
Schnittiinien. 

Oder man bestimmt den Durchstoßpunkt von 7C mit der Basisebene des 
schräggestellten Körpers. Er sei A. Dann gehen die Grundrißspuren der 
Hilfsebenen durch 0» die Schnittlinien mit der Basisebene durch A und zu- 
sammengehörige Linien schneiden sich auf der Spur der Basisebene. 

Beispiele: 

1. Ol Ci schneidet AiDi in x, und A^ Bi inj', jy Si und x Si schneiden 
Ci Cy in den Durchstoßpunkten 1 und 1'. 

2. 0, By^ schneidet Ci b, in z^ und /, ä, in /. Die Parallelen zur Prismen- 
kante durch z und / schneiden 5, By in den Durchstoßpunkten / und P . 

3. Kontrolle: zT schneidet c^d^^ in j, und // schneidet a^b^ in t, ebenso 
0, B die Spur U in ß. Nun müssen A,, j, t und ß auf einer Geraden liegen. 
Man kann den Punkt A,, ebenso wie 0|, zur Konstruktion benützen. Vergleiche 
Aufgabe 15, 2. 

In analoger Weise kann man die übrigen Punkte bestimmen. Es ergibt 
sich zufälligerweise hiebei, daß b V und SA sich schneiden. 

Betreffs Verbindung der einzelnen Punkte vergleiche Aufgabe 11, 3. 

11. Aufgabe. 

1. Aufstellung der Körper. 

a) Das dreiseitige Prisma kann sofort durch Ziehen der Parallelen B B* 
und CO ergänzt werden. 

b) Um die Basisebene des vierseitigen Prisma zu erhalten, errichtet man 
in a auf a a' die Lotebene L, 

tti Qi J_ a, a/ ü, auf der Projektionsachse 

Ol ö» J_ Projektionsachse 

o, a, II Projektionsiachse 

Z" J. o, a,' durch o, bis ?l 

V i. a» a/ durch ä. 

Hierauf bestiq^imt man den Durchstoßpunkt von g mit L, Derselbe heiße y. 
Nun klappt man Ebene L um L* in den Grundriß um und erhält a,, und Yo. 
Das zugehörige Basisquadrat ist a^ ß,, Yo ^o- Durch Zurückklappen ergibt sich 
^\ ßi Yi ^i» sowie a, ß, Yj ^j- Zieht man durch diese Punkte die Parallelen zu 
Ol a/ bezw. a, o,', so ist das Prisma erledigt. 
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2. Durchdringung der Körper. (Vergl. Aufgabe 3, 2) 

Man kann entweder die einzelnen Durchstoßpunkte der Kanten mit den 
durch zwei Geraden bestimmten Ebenen suchen oder man legt Ebenen, welche 
sowohl zu den Kanten des dreiseitigen als des vierseitigen Prisma parallel sind. 

Konstruktion einer Hilfsebene //. Durch ß' Parallele zu BB*\ Spur- 
punkt Söi- Der Spurpunkt von ß p' ist bi. f>, '^^ gibt H' und schneidet L* in I). 
I) ß, gibt ^, d. i die Schnittlinie von Ebene H mit L. Nun zieht man durch 
BB\ CC\ AA* parallele Ebenen zu H, 

Beispiel: /:?. b || //' 

befliß 
//'l|e/!lß.ß/. 

/, /' sind die Durchstoßpunkte von B^ 5/ mit der vierseitigen Pyramide. 
Ebenso zieht man durch a a', y y' "• s. w. parallele Ebenen zu H, 

Beispiel: flYi|||> 

i 1 II f 1' II ^. ^V. 
1,1' sind die Durchstoßpunkte von y y' mit der dreiseitigen Pyramide. In ent- 
sprechender Weise findet man die übrigen Punkte. 

Um das Durchdringungspolygon zu erhalten, stellt man die Punkte so 
zusammen, wie sie in den einzelnen Flächen liegen. 

A) Dreiseitiges Prisma: B) Vierseitiges Prisma: 

1. AA'BF in\ir2Iir 4. aa', ßp' 2 /' 2' 

2. AA*CC' III II Iir ir 5. ßß'yy' 1/1' 

8. CCBE IVIIir^'P 6. yy'&b' \ III II V 

7. bb'aa' Iir2ir2\ 
Jetzt wählt man immer solche Verbindungen aus, welche gleichzeitig in 
Gruppe A und B vorkommen. 

Z. B.|: Grup 

1 / in 

IV in 

V II in 

///// in 

/// 1 in 

Man erhält somit den geschlossenen Kurvenzug \ IV II III \, Analog 
/' 2' //' ///' 2 /'. 

Diese schematische Zusammenstellung kann man auch graphisch machen. 
Man fertigt sich die angenäherten Skizzen der Abwicklungen beider Körper. 
Jeden konstruierten Punkt trägt man annähernd ein und verbindet dann immer 
solche Punkte, welche in beiden Abwicklungen in einer Fläche vorkommen. 
Den so gefundenen Kurvenzug überträgt man in Grund- und Aufriß. 



e A 


Gruppe B. 


1. 


und 5. 


3. 


und 5. 


3. 


und 6. 


2.. 


und 6. 


1. 


und 6. 
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3. Schatten. 



Man bestimmt die Spurpunktc der durch die Kcken b, y, |3 gezogenen 
Lichtstrahlen und findet so die Schattengrenze b/ y^ ß/ ß* et*. Der Schlag- 
schatten des dreiseitigen Prisma wird im Grundriß durch den des vierseitigen 
Prisma völlig verdeckt. Jedoch fällt Schatten auf die Prismenflächen a ß a' ß' 
und ab a' b\ Man bestimmt die Durchstoßpunkte der durch B' und 6' 
gezogenen Lichtstrahlen mit a ß a' ß; dieselben sind i>', und C/, Dadurch 
ergibt sich im Grundriß /' Bs K,. Der Durchstoßpunkt des durch C gezogenen 
Lichtstrahles mit a b a' b' ist C. Dadurch ergibt sich im Aufriß K. Cg //'. 

13. Aufgabe. (S.-S. 1905.) 

1. Aufstellung der Körper. 

Der Zylinder. ist gegeben. Ein Seitendreieck der Pyramide liegt in der 
Kbene SMM*. Die Spuren E* li** dieser Ebene erhält man mittels der Spur- 
punkte rt, und by von SM und SM* und mittels des Spurpunktes ^^ von 
MM* , Die Spuren F' F" der Basisebene der Pyramide stehen senkrecht auf 
//,///, ferner fällt F* mit E* zusammen. Hiefauf klappt man den Durchstoß- 
punkt D der Pyramidenhöhe // mit der Basisebene F um F* in den Grundriß 
um (Z>p) und konstruiert das gleichseitige Basisdreieck A,, />, C oder ohne Um- 
klappung: Es besteht die Beziehung 

D,A,\DJ, =2:1 
AA:Aä==2:1. 

2. Durchdringung. 

Man legt durch die Spitze 5 der Pyramide Parallelebenen zur Zylinder- 
achse MM*. Der Träger dieses Ebenenbüschels ist SH. Die Hilfsebenen 
schneiden den Zylinder nach Mantellinien, die Basisebene der Pyramide in 
Parallelen zur Spur Zs', die Pyramide in Geraden durch die Spitze. Zur Er- 
leichterung der Konstruktion verlängert man den Zylinder bis zum Aufriß 
(Kreismittelpunkt fij). 

Beispiel : 

//a Ya schneidet den Zylinderbasiskreis in a^ und ß^, Y2 beliebig auf F'* , 
Durch tti ß, Yi Parallele zu E* , Die Parallele durch Yi schneidet A^ />\ in b, und 
A^ Ct in 8,. Die vier Schnittpunkte von 5, b, und S^ 81 mit den Parallelen 
durch Ol und ß, sind Durchdringungspunkte /, //, ///, IV. 

« 

Oder: //-Y2 schneidet den Zylinderbasiskreis in a« und ß., Y^ beliebig 
au[F**. Die Parallele durch Ys zur Projektionsachse (Schnittlinie der Hilfsebene 
mit Ebene F) schneidet A^ Ä in b,, und A. C. in 8^. S^ b^ und S^ 8. schneiden 
die Zylindermantellinien durch a. und ß. in /, //, ///, IV, 
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Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhält man eine beliebige Anzahl 
weiterer Punkte. 

. Zufälligerweise geht die Aufrißspur //, t^ der Hilfsebene durch SA tangential 
an den Basiskreis, d. h. SA ist Tangente an den Zylinder. 

15. Aufgabe. 

1. Aufstellung der Körper. 

a) Das Prisma ist vollständig gegeben. 

b) Zur Konstruktion der Pyramide braucht man vor allem g^. Man hat 
bereits den Spurpunkt ö, ; dann lotet man die Schnittpunkte von g*, mit a- cu' 
öder ßa |3,' auf a, a,' bezw. ^^ ß,' und erhält als Verbindungslinie g^. 

Die Ebene Mg ist die Basisebene der Pyramide. Um das Basisquadrat 
zu konstruieren, hat man von J/ auf ^ die Senkrechte zu fällen; hiezu zieht 
man die Spurparallele Mi und dreht die Kbene Mg um J/, /, als Achse in 
eine parallele Lage zum Grundriß. 

o.k, Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 

mit den Katheten ö, k^ und /j /,j. 
o., /', ^= g,. (wahre Größe). 

J/. ;;/.. J_ g'^ 

;;/., A., = ;//., D., = ;;/.. M^ 

.1, A,, m,, ;;/„ /?., D, J_ h ^^x 

Mm ist das Lot von J/auf^ und A^ D, ist Quadratseitc. Durch Verlängerung 

von A^ M, und D, J/, über M, ergibt C, und B^. Das Basisquadrat läßt sich 

nun auch im Aufriß zeichnen. 

Um die Spitze .V der Pyramide zu erhalten, hat man in M auf Ebene Mg 
das Lot zu errichten und den Durchstoßpunkt .V desselben mit Ebene a ß a' ß' 

zu bestimmen. 

/i,±i,M, in M, 

/, M^ und /. M. sind Spurparallele der P2bene Mg. 
//, schneidet a. aj in i\_ und ß, ß/ in ^i 
i\ Si schneidet //, in .V,. 

2. Durchdringung der Körper. (Siehe Aufgabe 9, 2.) 

Der Durchstoßpunkt der Parallelen durch 5 zur Prismenkante mit dem 
Grundriß ist 0, und mit der Basisebene der Pyramide A,. A, liegt auf g. 
Es empfiehlt sich hier nicht, die Pyramide bis zum Grundriß zu verlängern, 
sondern man benützt besser A,. Mittels Spurpunktc von AD und BD ver- 
schafft man sich noch die Grundrißspur // der Basisebene der Pyramide. Dann 
legt man Hilfsebenen durch 50A. 
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Beispiel: 

A, Bi schneidet L' in P . 0» P^ schneidet 3. y, in x und a. &. in r Die 
Parallelen durch x und r zur Prismenkante schneiden ^S^: />. in zwei Durch- 
dringungspunkten I und /'. Die Wiederholung dieses Verfahrens gibt weitere 
Punkte. 

Es ergibt sich bei den gegebenen Lagenbeziehungen, daß 5c^ und w, 
sich schneiden; femer liegen SAD und a 3 a' ß' in derselben Ebene. 

Einige Schwierigkeit verursacht der Umstand, daß das Basis\iereck der 
Pyramide das Prisma längs // und i' durchdringt. Man bestimmt hiezu die 
Durchstoßpunkte von BC oder CD mit den Prismenflächen und beachtet, daß 
// durch den Schnittpunkt von a. b, mit L\ d. i. L\^ und daß :• durch den 
Schnittpunkt von y^ b, mit L\ d. i. /'., gehen muß. Kontrolle: u und :• schneiden 
sich auf bb'. (Betrefl*s Verbindung vergl. Aufgabe 11.^ 

17. Aufgabe. (März liK)t>.) 

1. Aufstellung der Körper. 

a) Die zweite Projektion des in Flbene ii gelegenen Punktes .V verschafft 
man sich durch Spurparallele. Dann kann die Pyramide sofort gezeichnet 
werden. 

b). Um das in Ebene /: gelegene Basisquadrat des Prisma zu tinden, 
bestimmt man zuerst die .S^chnittlinie von Ebene ii* und /:' ^.\\ und .vj. Hierauf 
Umklappung von j, um E' in den Grundriß jr... ^i A, = //. Vervollständiginig 
des Basisquadrates a^ b,, c, d.. und Zurückklappung. Aufrißprojektion: rt*/^- <•-</,. 
Die Längskanten stehen senkrecht auf E' bezw. /:". Um die Kantenlänge ;// 
aufzutragen, klappt man Kante t, c, in den Grundriß: c^^ ^ i\.i\ y c* = m, 
(Vergl. auch Aufgabe 9, Ib.) 

2. Durchdringung der Körper. 

Bei den vorliegenden Lagenbeziehungen liegt .^0 in der Ebene öb*cc'* 
Im übrigen wird das Verfahren von Aufgabe 9 eingehalten. 

19. Aufgabe. 

1. Aufstellung der Körper. 

a) Pyramide öa^y. Die Aufrißprojektionen von ß und y liegen auf IJ". 

b) Pyramide SABC. Man fälle von 5 auf Ebene E die Senkrechte [s^s^ 
und bestimme ihren Fußpunkt M, Diesen klappt man um E' um: AT,,. Aus 
Mt,A^ konstruiert man das gleichseitige Dreieck A^D^C^. Zurückdrehung. 

2. Durchdringung. (Vergleiche Aufgabe 5.) 

Man legt durch die beiden Pyramidenspitzen er und S eine Gerade, bestimmt 
deren Schnittpunkte mit den Ebenen tl* und /f, nämlich ü und w, und legt 
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durch diese Gerade ein Büschel von Hilfsebenen. Diese schneiden Ebene 6 in 
Geraden durch £ und Ebene E in Geraden durch Q. Je zwei zusammen- 
gehörige Schnittlinien schneiden sich auf dem Schnitt von © und Ey d. i. [. 

Beispiel : 

X, ^, schneidet Dreieck a, ,3,y» in /i -c:,, ferner Q, ^, das Dreieck A^B^Cy 
in B^C\. Die Geraden o,j',, 0,2:, und S^B^^ 5, t, schneiden sich in vier Punkten: 
I II f II IV. BiC^ fällt zufälligerweise mit Q, 4', zusammen. Analog erhält man 
die übrigen Punkte. 

Man kann übrigens die einzelnen Schnittpunkte auch direkt als Schnitt 
einer Geraden mit einer Ebene, die durch zwei Gerade gegeben ist, finden. 
I'3ndlich kann man wie in Aufgabe 9 beide Körper bis zum Grundriß ver- 
längern. Die Grundrißspuren der Hilfsebenen verlaufen dann parallel zu ö, 5",. 

I^czüglich Verbindung der einzelnen Punkte vergleiche Aufgabe 11. 
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